Metody numeryczne I

Dodatek: Rozkład macierzy na wartości osobliwe

Janusz Szwabiński

szwabin@ift.uni.wroc.pl

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.1/13

Rozkład macierzy na wartości osobliwe Twierdzenie Jeśli A ∈ R^{m×n}, to istnieją macierze ortogonalne U ∈ R^{m×m} i V ∈ R^{n×n} takie, że

U^TAV = Σ = diag(σ_1, . . . , σ_p) ∈ R^{m×n}, p = min{n, m}, przy czym σ_1 ≥ σ_2 ≥ . . . σ_p ≥ 0.

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.2/13

m ≤ n

Σ = σ_1 0 ... 0 0 σ_p m ≥ n

Σ = σ_1 0 ... 0 σ_p 0

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.3/13

Jeśli U = [u_1, . . . , u_m] ∈ R_{m×m} V = [v_1, . . . , v_n] ∈ R^{n×n} to Av_i = σ_iu_i A^Tu_i = σ_iv_i, i = 1, . . . , min{m, n} czyli A_TAv_i = σ_{2i} v_i AA^Tu_i = σ^2_i u_i ⇒ wartości osobliwe σ_i, i = 1, . . . , min{m, n} są pierwiastkami kwadratowymi wartości własnych macierzy A^TA (lub AA^T)

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.4/13

Zastosowania • macierze osobliwe • macierze numerycznie prawie osobliwe • układy równań, w których równań jest więcej niż zmiennych

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.5/13

Macierz odwrotna Niech A ∈ R^{n×n} A^{−1} = (UΣV^T)^{−1} = (V^T)^{−1}Σ^{−1}U^{−1} = VΣ^{−1}U^{−1} Przy tym

Σ^{−1} = 1 σ_1 0 ... 0^1_{σn}

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.6/13

Układy równań liniowych Niech A ∈ R^{n×n} Ax = b x = A^{−1}b = VΣ^{−1}U^Tb Przy tym

Σ^{−1} = σ^′_1 0 ... 0 σ^′_n

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.7/13

σ^′_i = 1 σ_i , σi ≥ ϵ

0, σ_i < ϵ, ϵ - „bariera” osobliwości Jeśli macierz A jest osobliwa • układ nie ma rozwiązań, ale . . .

• zastępując odpowiednie wartości osobliwe przez zero, otrzymujemy x, które minimalizuje ‖Ax − b‖_2

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.8/13

Przykład Szukamy SVD macierzy

A = 1 1 0 1 1 0 ∈ R^{3×2}

W tym celu obliczamy najpierw wartości własne macierzy A^TA λ_1 = 3, λ_2 = 1

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.9/13

Odpowiednie wektory własne mają postać

v_1 = √ 2 2 √ 2 2 , v_2 = √ 2 2 −^{√2}_2

Stąd

Σ = √ 3 0 0 1 0 0

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.10/13

Szukamy kolumn macierzy U

u_1 = σ^{−1}_1 Av_1 = √ 6 3 √ 6 6 √ 6 6 , u^2 = σ^{−12} Av^2 = 0 −^{√2}_{2√} 2 2 Aby znaleźć trzecią kolumnę, stosujemy metodę ortonormaliza-

cji Grama-Schmidta. W tym celu szukamy najpierw wektora û_3,

prostopadłego do u_1 i u_2:

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.11/13

û_3 = e_1 − ( u^T_1 e_1 ) u_1 − ( u^T_1 e_2 ) u_2 = 1 3 −^1_3

−^1_3

Normując ten wektor, uzyskamy

u_3 = √ 3 3 −^{√3}_3

−^{√3}_3

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.12/13

czyli

A = √ 6 3 0^{√3}_3 √ 6 6 −^{√2}_2 −^{√3}_3 √ 6 6 √ 2 2 −^{√3}_3

√ 3 0 0 1 0 0

√ 2 2 √ 2 2 √ 2 2 −^{√2}_2

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiński – p.13/13