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Analiza widmowa
1. Metody Fouriera
* Twierdzenia podstawowe
* Dyskretna transformata Fouriera
* Szybka transformata Fouriera
* Okienna transformata Fouriera

2. Analiza falek
* Ciagfa transformata falkowa
* Dyskretna transformata falkowa
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Przyktady zastosowah metod Fouriera
* analiza sygnatow (fal) w optyce i akustyce

* rownanie Dysona
* rownanie catkowe w przestrzeni potozen

Gz —2x') =
Go(x — ') + /d4yd4zG0(x — )Xy — 2)G(z — 2')

* rownanie algebraiczne w przestrzeni pedow

G(q) = Go(q) + Go(q)X(q)G(q)
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Metody Fouriera - twierdzenia podstawowe

Niech
fFE+T)=f()

Zamiana zmiennych

27Tt
r = —
T

prowadzi do

flz +2m) = f(z)
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Twierdzenia podstawowe (2)
lloczyn skalarny dwaoch funkcji f 1 g o okresie 27:
* W przypadku ciggtym:

(f,9) = / " def (2)9(@)

—17r

* W przypadku dyskretnym:

2T

(f,9) :Zf(xa)g(xa)a Lo = M+ 1
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Twierdzenia podstawowe (3)

Twierdzenie 1 Funkcje
pi(x) =€, j=0, £1,...

sg ortogonalne w nizej podanym sensie.

Przypadek ciagty:
2m, J =k,
(05, 08) = |
0, J#k.
Przypadek dyskretny:
( :
M+ 1, -<=E jest catkowite,
(90 ) 9 (pk) — < Ml
’ \ 0, W przeciwnym razie.
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Twierdzenia podstawowe (4)

Dowdd
W przypadku ciggtym dla 5 # k£ mamy

s . i(j—k)x 1T
(5, o) :/ dzeV R = [6 ] = 0.

—T

Natomiast dla ; = k£ zachodzi

(5, ©K) :/ dx = 2.

—Tr
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Twierdzenia podstawowe (5)

Dowdd (cigg dalszy)

W przypadku dyskretnym (z, = 5%

M
> 2TQ
(©5, ©x) Zexpw— )xazzexp[@(J—k) +1]
a=0

= Szereg geometryczny o ilorazie

<

e 27
q=exp[’&(]—k)M+1]
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Twierdzenia podstawowe (6)

Dowc’)d (ciqg dalszy)
Jesli == 1 jest catkowite,to g = 11

M
QOJ,QOk Z M+1
a=0

W przeciwnym razie g # 1 oraz ¢™*! = 1. Stad
qM—|—1 —1

L On) = = 0.
(5, ©x) p— i
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Twierdzenia podstawowe (7)

Twierdzenie 2 (Analiza Fouriera w przypadku ciggtym) Kazdej
funkcji f przedziatami ciggtej o okresie 27 mozna
przyporzadkowac szereg Fouriera postaci

0. @)

Z cjeij"”.

j=—o0
Jesli funkcja £ 1 je) pierwsza pochodna sg wszedzie ciggte, to
szereg ten jest wszedzie zbiezny do f(x). Funkcje f i f' moga
mieC jednak skonczenie wiele nieciggtosci w kazdym okresie.
Wowczas, w razie takiej nieciggtosci, szereg daje Srednig
arytmetyczng granic lewostronnej I prawostronnej w
odpowiednim punkcie.
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Twierdzenia podstawowe (8)

Twierdzenie 3 (Analiza Fouriera w przypadku dyskretnym)
Kazda funkcje okreSlong na siatce {z, ..., zy }, gdzie
T, = —_q, mozna interpolowac wielomianem

M+1
trygonometrycznym
gdzie
0,
0 =
1

k+0
fl@) = ¢,
j=—Fk
k= 3sM, M parzyste,
k=3(M—1), M nieparzyste.
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Twierdzenia podstawowe (9)

= funkcja okresowa f(x) ma rozwiniecie postaci

b

)= cip;

j=a
gdzie
* wprzypadku ciggtyma = —oco 1 b = o0

* w przypadku dyskretnym b — a = M
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Twierdzenia podstawowe (10)

Dla a < k < b zachodzi

b
(fs 1) = ch Pis ) = Ck(Pk, k)
71=a
Stad (k = 9)
o o) ) s T def@)e (praypadek ciagly)
(5, ;) yye SM fzg)e~¥%  (przypadek dyskretny)
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Twierdzenia podstawowe (11)

Przyktad

—7m + 2k < x < 2k7

1, 2km<zx<m—+2km
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Twierdzenia podstawowe (12)

Dla funkcji tej otrzymamy

1 [C 1 [T

¢ = 5o dz(—1)e " + o | dze "
1 —cosym
B ijm

czyli

4 1 1
f(x) = - (sina:—l— gsin3x—|— gsinf)a:—l—...)
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Przedtuzanie okresowe funkcji
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Twierdzenie catkowe Fouriera (1)
Niech
F(E+ L) = F(¢)

spetnia warunki twierdzenia Fouriera o nieciggtosci.

Niech dla
_ 2m¢
T
bedzie
F(&) = f(z)
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Twierdzenie catkowe Fouriera (2)

Jesli

c; = S ' dzf(z)e % = 1 . d£F(§)6_2”ij§/L
7 2T — B L —L/2

to z twierdzenia Fouriera wynika

f(x) = Z c;e’”, F(§) = Z C; €xXp <2W£j€>

j=—o0 j=—o0
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Twierdzenie catkowe Fouriera (2)

Niech
L/2 |
Golt) = [ agp(geme
_L)2
Stad
Fo -1 3 6, (1) e
J=—00

Jesli [~ d¢|F(§)]? < oo, mozemy przej$¢ do granicy L — oo

F(§) = /_ N dtG (t)e*™ !

0. @)

6(t) = [ daFgee

0. @)

G(t) - transformata Fouriera funkcji F'(§)
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Twierdzenie catkowe Fouriera (3)

Twierdzenie 4 (Parsevala)

/oo dt|G(t)]? = /_OO d¢|F (&)

—0o0 0. @)
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Dyskretna transformata Fouriera (1)
Niech f(¢) bedzie zalezng od czasu wielkoScig fizyczna
* dysponujemy skonczong liczbg pomiarow

* na komputerze mozna przedstawic skonczong liczbe
wartosci

= potrzebujemy dyskretnej transformaty Fouriera (DFT)
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Dyskretna transformata Fouriera (2)
Zatozmy, ze
* pomiary zostaty wykonane pomiedzy ¢t = 0orazt =T
* dane zostaty zebrane w rownych odstepach czasu

Dyskretna transformata Fouriera ma postac

przy czym
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Dyskretna transformata Fouriera (3)

Implementacja:

Regy

Imgy

b

D

2= 3~

N
I

S
I

)

@)
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COS

2mnk
N

2mnk
N

Ref, + sin

Imf, — sin

; _
Wnkhnﬁz

2mnk |
7;3 Refn




Dyskretna transformata Fouriera (4)

SUBROUTI NE DFT (FR, FI, GR G, N)

| MPLI CI T NONE

| NTEGER, INTENT (IN) :: N

INTEGER :: |, J

REAL :: PI, X Q

REAL, | NTENT (IN), DIMENSION (N) :: FR FI
REAL, | NTENT (OUT), DIMENSION (N) :: GR G

Pl = 4.0*ATAN( 1. 0)
X = 2*PI/N
DOI =1, N
GR(1) = 0.0
G(l) = 0.0
DOJ =1, N
Q= X(J-1)*(I-1)
GR(1) = GR(1)+FR(J)*COS(Q +FI (J)*SI N(Q
G (1) = G (1)+FI(J)*CoS(Q -FR(J)*SI N(Q
END DO
END DO
END SUBROUTI NE DFT
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Dyskretna transformata Fouriera (5)

Przyktad

f(z) =2(1 —x), = €[0,1]

— f(x)=x(1-x)
+ odwrotnaDFT
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Dyskretna transformata Fouriera (6)
Dla kazdej wartoSci spektralnej potrzebujemy

* N dodawan i mnozenh

= algorytm klasy O(N?)
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Szybka transformata Fouriera (FFT) (1)

Niech
N =2 M — liczba catkowita

Zachodzi (dla wygody pomijamy statg 1/+/N)

N-—1
g = f e—i27rnk/N
— E n
n=0

N/2—1 N/2—1
_ Z f2n6—z’27r(2n)k/N_|_ Z f2n+1e—i27r(2n—|—1)k/N
n=0 n=0

— 1y 4 ype 2TR/N
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Szybka transformata Fouriera (2)

N/2—1 N/2—1

Z f2n€—z'27rnk/(N/2)7 Yp = Z f2n+16—i27rnk/(N/2)
n=0 n=0

= zamieniliSmy wyjsciowg transformate Fouriera na dwie inne,
0 potowe Kkrotsze

Przy tym
N/2-1 N/2-1

ThiN/2 = Z fne—z27rnk/(N/2 —i2mn _ Z fne—z27rnk/ N/2) _
n=0

| podobnie,

Ye+N/2 = Yk
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Szybka transformata Fouriera (3)

Stad wynika (dla k < &)

g = xp+ Wy
Jk+N/2 = Tk — kak
gdzie
W = 6—i27rN
Najprostszy algorytm:

1. oblicz xy, y, oraz w* dlak =0, 1, ...

2. WYzZnacz gi = xx + wry"

3. oblicz 9k+N/2
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Szybka transformata Fouriera (4)
zy 1 Y5, 5§ dwoma niezaleznymi DFT rzedu N/2
= mozemy powtorzyc powyzszy algorytm dla kazdej z nich

= proces mozemy iterowac az do otrzymania DFT rzedu 2:

go = Jo+ /1
g = Jo— S
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Szybka transformata Fouriera (5)

Przyktad Mamy funkcje f okreSlong zbiorem wartosci
{f07 f17 SRR f7} (N — 8)

1. Dzielimy wartosci { fo, f1, ..., fr} nadwaciagio
dtugosci N =4

{an f27 f47 f6}7 {fla f37 f57 f7}
2. Dzielimy te ciggi na ciaggi o dtugosci N = 2

{f07 f4}7 {f27 f6}7 {f17 f5}7 {f37 f77}

3. Dla kazdego z tych ciggow obliczamy x 1 yo, @ nastepnie
wyznaczamy {go, 91 }
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Szybka transformata Fouriera (6)

4. Przy uzyciu wzorow

g = $k+wkyk,

Jk+N/2 — Tk — kaka
przechodzimy od DFT o dtugoSci m do DFT o dtugosci 2m

Wiasnosci
* 2N(logy N — 2) + 1 dodawan

* Nlog, N mnozen

= algorytm klasy O(N log )

= dla N = 1024 daje to koszt 250 razy mniejszy od kosztu
DFT
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Szybka transformata Fouriera (7)
Odwrocony porzadek binarny:

* indeks ciggu danych wejsciowych kodujemy za pomoca
liczby binarnej

* odwracamy porzadek binarny w kazdej liczbie

= wartosci, ktore dodajemy do siebie na pierwszym poziomie
rozktadu, znajda sie w najblizszym sasiedztwie
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Szybka transformata Fouriera (8)

Przyktad

{f07 f17 f27 f37 f47 f57 f67 f7}

Kodujemy indeksy za pomocag liczb binarnych

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111
Odwracamy kolejnoSc bitow w ciggu

000, 100, 010, 110, 001, 101, 011, 111

co prowadzi do

{f07 f47f27 f67 f17 f57 f37 f7}
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Szybka transformata Fouriera (9)

SUBROUTI NE FFT (AR Al, N, M

| MPLI CI T NONE

| NTEGER, INTENT (IN) :: N M

I NTEGER :: N1,N2,1,J,K L, L1, L2

REAL :: PI,Al,A2,QU,V

REAL, | NTENT (1 NOUT), DIMENSION (N) :: AR Al

Pl = 4.0*ATAN( 1. 0)
N2 = N2

NL = 2**M
| F(N1. NE. N) STOP "N nie jest rowne 2**M

nm_slides-14 iso.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabifski — 21/1/2003 — 12:51 — p.35/48



Szybka transformata Fouriera (10)

I zm en kol ej nosc danych zgodni e z odw ot nym

I por zadki em bi nar nym
L =1
DOK =1, N1
| F (K.LT.L) THEN

Al = AR(L)
A2 = Al (L)
AR(L) = AR(K)
AR(K) = Al
Al (L) = Al (K)
Al (K) = A2

END | F

J =N

DO WH LE (J.LT.L)
L = L-J
J =J/2

END DO

L = L+J

END DO
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Szybka transformata Fouriera (11)

L2 =1
DO L =1, M!wkonani e dodawani a na wszyst ki ch pozi onach
Q = 0.0
L1 = L2
L2 = 2*L1
DO K =1, L1
u = COo5(Q
V. =-SINOQ
Q = Q+ P/L1
DOJ = K, N, L2
I = J + L1
Al = AR(I)*U-AI(I1)*V
A2 = AR(I)*V+Al (I)*U

AR(I) = AR(J)-Al
AR(J) = AR(J)+Al
Al (1) = A (J)-A2
Al (J) = Al(J)+A2
END DO
END DO
END DO
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Okienna transformata Fouriera (1)
Transformata Fouriera:
* pozwala zanalizowac petng zawartoSc widmowa sygnatu
* nie mowi jednak nic o tym, jak ta zawartoSC zmienia sig z
czasem

= analiza sygnatow stacjonarnych

Sygnaty niestacjonarne

= potrzebna reprezentacja czasowo—czestotliwoSciowa
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Okienna transformata Fouriera (2)

Obserwujemy sygnat przez “okno”

g(w, ) = \/ﬁ/ dtf(t)w(t —7)e "™

Przy tym na ogot
/ dtw?(t) = 1

= transformata okienna pozwala wydobyc¢ informacje o
sygnale w otoczeniu punktu
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Okienna transformata Fouriera (3)
Przyktadowe funkcje filtrujace:

* trojkatna funkcja okienna

N<1—M), t <o

0, W przeciwnym razie
* gaussowska funkcja okienna

w(t) = Ne 0/

gdzie N to stata normalizacyjna, a o jest miarg szerokoSci
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Okienna transformata Fouriera (4)

Transformata odwrotna

f(t) dwdrg(w, T)w(r — t)e*"

\/ 2T /
Zasada Heisenberga

= nie mozemy znac doktadnej reprezentac;ji
czasowo—czestotliwosciowej sygnatu

= problem z rozdzielczoscig
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Analiza falek
* alternatywa dla okiennej transformaty Fouriera

* czeSciowo eliminuje problem rozdzielczosci (rozktad
wielorozdzielczy)
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Ciggta transformata falkowa (1)

o) = | " atf ()l (t)

— 00

gdzie u]L\T to sprzezenie zespolone falki

o= 7 (5)

A#0 -  szerokosc falki

T - przesuniecie falki
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Ciggta transformata falkowa (2)

u(t) wybieramy tak, aby

> 1

Z = / dw—|@(w)|* < oo
oo W]

gdzie u(w) to transformata Fouriera falki w(¢)

Wowczas
1

f(t) = =z /OO d/\dT%g()\,T)U,\T(t)
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Ciagta transformata falkowa (3)

Przyktady:
* zmodyfikowane falki Gaussa
w(t) = ——(1— rt2)e-2
V3
_ 2w2 w2 /9
w(w) = \/ﬁe /2
 falki Morleta
U(t) _ eiut—ﬂ't2/2
1 . 2
'&(w) — ﬁeXp{_(wZﬁy)}
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Dyskretna transformata falkowa (1)

Niech

1 . :
= —y T= kX, 7 -liczba catkowita
a

W najbardziej popularnej wersji
a =2, k- liczba catkowita

Wowczas
wir(t) = 292u(29t — k)

f(t) = S: D cipul(t)

]:—OO k::—oo
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Dyskretna transformata falkowa (2)

W praktyce wybieramy w;;, ze zbioru dualnych funkcji
ortonormalnych

(Ui |wim) = / dtuly (£)wm(t) = 8;16km

—Oo0

Wodwczas

o = / At (O ug(t) = (ugelum)

— 00

W przypadku dyskretnego zbioru danych

Cyk — Z f uyk
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Dyskretna transformata falkowa (3)
Jak liczyC?
* rozktad wielorozdzielczy
Gdzie szukac?
* R. Polkar, “The Wavelet Tutorial”

http://engi neering. rowan. edu/ ~pol i kar/ honepage. ht

* T. Pang, “Metody obliczeniowe w fizyce”
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