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Uklady réownan liniowych, czesé 1

1. Pojecia podstawowe

* Normy

* Macierze trojkatne

* Wyznaczniki

* Uktady rownan linilowych
2. Metody doktadne rozwigzywania uktadow rOwnan

* Analiza zaburzen

* Wzory Cramera

* Uktady trojkatne

* Eliminacja Gaussa

* Rozkiad LU
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Uklady réwnan liniowych, czeS¢ 1
2. Metody doktadne rozwigzywania uktadow rownan (cd.)

* Metoda Doolittle’a
* Macierze dominujace diagonalnie
* Rownowazenie uktadow liniowych
* Metoda eliminacji Jordana
* Inne metody doktadne
* Uktady z macierza trojdiagonalng
* Wyznaczniki

* Macierze odwrotne
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Normy (1)
Definicja Norma w przestrzeni R"” nazywamy funkcje
| - R" = (0, +o00)

0 nastepujacych wilasnosciach:

1. ||z|| > 0 dla kazdego = € R",
2. ||ax|| = |af - ||z|| dla kazdego o € R i dla kazdego = € R",

3. ||lzy — zo|| < ||z1|| + ||x2]|| dla kazdej pary z1, zo € R”
(nierownos¢ trojkata),

4. ||lz| =0z =0.

nm_slides-7.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 11/11/2002 — 12:45 — p.4/83



Normy (2)

Niech z = [zq,...,2,]" € R™

Najczesciej stosowane (w obliczeniach numerycznych) normy:

|zl =zl ... + |zal,
Jzll: = (@1 +... +27)"7
|zlle = max{|as],. .., |zal}.

Jezeli c1ag wektorow {w(i) }Zl dazy do wektora zerowego w
jednej z powyzszych norm, to zbieznoS¢ zachodzi rowniez dla

dowolnej innej normy

= normy sg rownowazne
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Normy (3)

Definicja Normg macierzy A nazywamy

A
Ay = max 1220
e

Jezeli p = q, piszemy ||A||,.

Twierdzenie 1
mn
|AllL = max > ||
71=1,...n i

(maksymalna suma modutow w kolumnie)
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Normy (4)

Twierdzenie 2

[Allz = v/ Amazs

gdzie \qz 10 najwigksza wartosé wtasna macierzy AT A.

Twierdzenie 3

n
Al = max Y |ay]
1=1,....n
j=1

(maksymalna suma modutow w wierszu)
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Normy (5)

Definicja Euklidesowa normg macierzy (normg Schura, normag

Frobeniusza) nazywamy

Il =[5

|A|| g jest zgodna z ||.||2, tzn.

|Azlly < |A[[z]z]2

dla kazdego z € R"

= stosuje si¢ ja czgsto zamiast ||Al|5
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Macierze tréojkatne (1)

Macierz trojkatna lewa (dolna):

[y 0 - 0\

I, — l21 122 0

\lnl ln2 Znn)

Macierz trojkatna prawa (gorna):

(Un Uiz - U1n\

0 wgp -+ U9y

Lo 0
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Macierze trojkatne (2)
WiasnoSci:

* sumy, 1loczyny 1 odwrotnosci macierzy trojkatnych tego

samego rodzaju sg zndw macierzami trojkatnymi
° detL =1 - lQQ...lnn

¢ detU:ull-ugg...um
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Wyznaczniki (1)

Definicja Wyznacznikiem macierzy kwadratowe;

( aix Q12 - Qin \
ag1 Q22 ~°°° Aop
A =
\ Ap1 Ap2 *°° App )

nazywamy liczbe

det A = Z(—l)lf&1a1a2a2 o Unay,
f

gdzie >  oznacza sumowanie po wszystkich permutacjach liczb

naturalnych 1, 2, ..., n, a [; oznacza iloSC inwersji w permutacji

f.
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Wyznaczniki (2)

Definicja Minorem M;;, wyznacznika det A nazywamy
wyznacznik macierzy powstatej z macierzy A po skresSleniu
1—tego wiersza i k—tej kolumny.

Definicja Dopetnieniem algebraicznym A;; elementu aj

macierzy A nazywamy liczbe
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Wyznaczniki (3)

Twierdzenie 4 Rozwiniecie Laplace’a wzdtuz i—tego wiersza:
det A = Z aZ]AZJ
j=1
Twierdzenie 5 Rozwiniecie Laplace’a wzdtuz k—tej kolumny:

det A = Z ajkAjk

g=1
e wyliczenie wyznacznika macierzy n X n wymaga n! mnozen

= dla duzych n (rzedu np. 1000 czy 100000) rozwinigcia

Laplace’a sa bezuzyteczne
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Uklady rownan liniowych (1)

111+ ... T+ A1y, = bl
911 + ...+ A9y, Ty, = bg
Am1T1+ ...+ amntn, = b,

Macierz uktadu

/all di2 - afln\

21 Q22 - A2p

\aml Am2 amn)
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Uklady rownan liniowych (2)

Macierz rozszerzona uktadu

( a1 G2 o A by \
g1 Aoy - QA2p 52
D =
\ Aml1 Am2 *°° Umn bm /

Twierdzenie 6 (Capellego) Warunkiem koniecznym i
wystarczajgcym rozwiqzywalnosci dowolnego uktadu rownan
liniowych jest, aby rzqd r macierzy A uktadu byt rowny rzedowi

macierzy rozszerzonej D.
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Uklady rownan liniowych (3)

Niech
n - liczba niewiadomych
r - rzad macierzy AiD

= uktad posiada rozwiazanie zalezne od (n — r) parametréw

nm_slides-7.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 11/11/2002 — 12:45 — p.16/83



Metody bezposrednie (dokladne)

Definicja Metodami doktadnymi (bezpoSrednimi)
rozwigzywania uktadow rownan liniowych nazywamy metody,
ktore przy braku bledow zaokraglen dajaq doktadne rozwigzanie
po skonczonej liczbie przeksztalcen uktadu wyjSciowego

Zalety:

* duza efektywnosc dla uktadow o macierzach pelnych
Wady:

* duze obcigzenie pamigci

* mozliwa niestabilnos¢ ze wzgledu na btedy zaokraglen
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Analiza zaburzen (1)

Rozwiazanie przyblizone uktadu
Axr =0
zastepujemy rozwiazaniem doktadnym uktadu

(A 4+ 0A)(x + dx) = b+ db

nm_slides-7.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 11/11/2002 — 12:45 — p.18/83



0b#0i0A =0 (1)
W tym przypadku mamy

A(x+dx) = b+ b

Ax+ Adxr = b+ 0D
Adx = 0ob

bxr = A'ob

Stad dla dowolnych norm wektoréw ox oraz 0b

|0z, < [[A™H|gll0bll4
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0b#A0idA =0 (2)
Jesli b # 0, to

0 A1
Izl A gy 5
2l = el
1A bl N
2l ol
6]
¢ :
"ol

gdzie K, to wskaznik uwarunkowania ukfadu

qu — ||A_1quHA||pq°
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0b#0i0A =0 @3
Przyktad

1,2969 0,8648 . o 0,1441 —0,8648
A= , A= =10
0,2161 0,1441 —0,2161  1,2969
Stad wynika

Ao = 2,1617, ||A7} oo = 1,513 % 10°,

oraz
K = [[A Y o||Alloo =~ 3,3 % 10°.

= rozwiazujac uktad opisany macierzag A w najgorszym

wypadku mozemy utraci¢ 8 miejsc istotnych doktadnosci

= uktad bardzo zle uwarunkowany
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5b=0i6A #£0

Z. rOwnania macierzowego

(A +0A)(x+dx) =1

wynika
bx = —A'5A(x + 1),
a stad
loz]] < [JAT] * |6A |||z + oz,
czyl
i <A« oAl = K
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5b#0idA £0 (1)

Niech
U - jednostka maszynowa

A +0A - macierz A po zaokragleniu

Wowczas
(as; + dai;) — asj| = |dai;| < Ulayl
Stad
mn mn
j=1 j=1
czyl

l0A[l < U[|A|
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5b#£0i0A £0 (2)

Analogicznie
10b] < U]b]

Biorac pod uwage poprzednie przypadki, otrzymamy

<2UK
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Wzory Cramera

Twierdzenie 7 Uktad rownan liniowych Cramera (tzn.: o
nieosobliwej macierzy wspotczynnikow) ma doktadnie jedno

rozwiqzanie postaci

thAk
=— =12 ...
ET et A i

gdzie macierz Ay powstaje 7 macierzy A przez zastqpienie k—tej

7n7

kolumny przez wektor b

Wiasnosci:
* o0szczednoSC pamigci

* bardzo duzy naktad obliczen (wyklucza praktyczne
zastosowania dla duzych n)
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Uklady tréjkatne (1)

Rozwazmy uktad

a111 —|— A192X9 —I— c .. —I— A1y — bl
A99To + ...+ A9opnLy = b2
ApnLn — bn

Rozwiazanie (tzw. podstawianie wstecz)

0
bn b’é i Zk:rH_l Ak Lk

Lp = , L — )
Unn g

gdziet=n—1,n—2,...,1
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Uklady tréjkatne (2)

Jesli macierz uktadu jest macierzg trojkatng dolna, stosujemy

podstawianie w przod:

by
ry =— —
aiq
A i—1
i 2 k=1 QiklEk .
By = L, 1=2,....1n
g
Naktad obliczen:

o M = %nZ 4 %n mnozen i dzieleii

o D = %n2 — %n dodawan
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Eliminacja Gaussa (1)

(1) sprowadzenie uktadu do postaci trojkatnej (eliminacja

zmiennych),

(11) rozwigzanie uktadu trojkatnego

Rozwazmy uktad réwnan AWz = b(Y) postaci

a(lll)ml + a%)xg + ... + a(lh)a:n bgl)
aéll):cl -+ a%):zzg + ... + aé}l)xn b;l)
oz + oYz, + ... + alnz, = by
Od —tego wiersza (+ = 2,3,...,n) odeymujemy pierwszy pom-

nozony przez a,gi )1\,
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Eliminacja Gaussa (2)

aﬁ)xl + ag)xg + ... 4+ aﬁ)xn = b§2)
a%)azg + ... + agi) Ty, = béQ)
afé)ajg + ... + a¥z, = b?

= wyeliminowaliSmy niewiadomg x; z wierszy o indeksach
1=2,3,...,1n

Odeymujemy od j—tego wiersza ukladu (7 = 3,4, ...,n) wiersz

drugi pomnozony przez ag) / a%),
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Eliminacja Gaussa (3)

a(131)$1 + ag):cg + a%)xg e = aﬁ)xn = b(l?’)
aé?é)xg + ag?azg + ...+ aé?,,’,? Ty, = bg)’)
a,,(f?)) 23 + ... + az, = bY

= wyeliminowaliSmy niewiadoma x5 z wierszy o indeksach

1=3,...,M
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Eliminacja Gaussa (4)

Po (n — 1) eliminacjach

Pz + Pz + ...+ oWz, = b\
CL;Q)IQ + .. a(QZ)xn = bgn)
asmlz, = by
Naktad obliczen
o M = —n3 +n? — g mnozen i dzielen
e D — —n + in —%n dodawan

= liczba operacji bez porOwnania mniejsza niz dla wzorow
Cramera
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CzeSciowy wybor elementu podstawowego (1)

Przyklad Rozwazmy uktad

f022) (1)

330 |z=] 3
\ 10 1) \ 2 /

* macierz uktadu jest nieosobliwa, wigc istnieje

jednoznaczne rozwigzanie, ale ...

* stosujac eliminacje Gaussa obliczenia zostang przerwane

przy eliminacji x1, poniewaz a1 = 0

= metoda nie jest niezawodna
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CzeSciowy wybor elementu podstawowego (2)

Definicja Elementem podstawowym nazywamy ten element
macierzy A, za pomocg ktérego dokonujemy eliminacji
zmiennej z dalszych rOwnan

Metoda Gaussa-Crouta (modyfikacja eliminacji Gaussa):

* zmien kolejnos¢ wierszy (rozwigzanie uktadu nie zmienia

si¢), aby znalez¢ optymalny element podstawowy
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CzeSciowy wybor elementu podstawowego (3)

Przyklad Rozwazmy ponownie uktad

f022) (1)

33 0 |xz=1] 3
\ 10 1) \ 2
Zamieniamy wiersz pierwszy z trzecim,

(1o (2

3 3 0 |x=

3
\ 0 2 2 \ 1/
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Czesciowy wybor elementu podstawowego (4)

Przyklad (ciag dalszy)
Od drugiego wiersza odejmujemy pierwszy pomnozony przez

3/1, od trzeciego - pierszy pomnozony przez 0/1,

(10 1) (2 )

0 3 -3 |z=| =3
\0 2 2 ) \ 1 /
Od trzeciego wiersza odejmujemy drugi pomnozony przez 2/3,

(1o 1) [ 2)

0 3 =3 |z=

3
\0 0 4 / \ 3 /
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CzesSciowy wybor elementu podstawowego (5)

Przyklad (ciag dalszy)
Stosujac metode podstawiania wstecz, otrzymujemy ostatecznie

(5

T = —

S L

vl
NG IV
\

nm_slides-7.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 11/11/2002 — 12:45 — p.36/83



CzeSciowy wybor elementu podstawowego (6)

Przyktad

SUBROUTINE ELGS (A,N, INDX)
IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT (IN) :: N

INTEGER :: I,J,K,ITMP

INTEGER, INTENT (OUT), DIMENSION (N) :: INDX
REAL :: Cl1,PI,PI1,PJ

REAL, INTENT (INOUT), DIMENSION (N,N) :: A
REAL, DIMENSION (N) :: C

DO I =1, N
INDX(I) =TI
END DO
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CzesSciowy wybor elementu podstawowego (7)

DO J = 1,
PI1 = 0.
DO I = J, N

PI = ABS(A(INDX(I),Jd))
IF (PI.GT.PI1l) THEN

PI1 = PI 'wybdr elementu podstawowego
K = I
ENDIF
END DO
ITMP = INDX (J)
INDX (J) = INDX(K) !zmien kolejnos$é¢ wierszy
INDX (K) = ITMP
DO I = J+1, N
PJ = A(INDX(I),J)/A(INDX(J),J)
A(INDX(I),J) = PJ !zapisz PJ ponize] przekatnej
DO K = J+1, N
A(INDX(I),K) = A(INDX(I),K)-PJ*A(INDX(J),K)
END DO
END DO
END DO
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CzeSciowy wybor elementu podstawowego (8)

SUBROUTINE LEGS (A,N,B, X, INDX)

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT (IN) :: N

INTEGER :: I,J

INTEGER, INTENT (OUT), DIMENSION (N) :: INDX
REAL, INTENT (INOUT), DIMENSION (N,N) :: A
REAL, INTENT (INOUT), DIMENSION (N) :: B
REAL, INTENT (OUT), DIMENSION (N) :: X

CALL ELGS (A,N, INDX)

DO I =1, N-1
DO J = I+1, N !zmodyfikuj b
B(INDX(J)) = B(INDX(J))-A(INDX(J),I)*B(INDX(I))
END DO
END DO
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CzeSciowy wybor elementu podstawowego (9)

X (N) = B(INDX(N))/A(INDX(N),N) !oblicz x
DO I = N-1, 1, -1
X(I) = B(INDX(I))
DO J = I+1, N
X(I) = X(I)-A(INDX(I),J)*X(J)

X(I) = X(I)/A(INDX(I),I)

END DO
END SUBROUTINE LEGS
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Rozklad LU (1)

Przeksztalcenie
AL —p) o AC@ L, —p®)

jest rOownowazne pomnozeniu obu stron uktadu AWy = pld)

przez macierz

(1 00 ...0)

—lsy 1 0 ... O
o)
L(l): —l31 O 1 O 9 lilz 21)7 i:2737'°'7n
aqq

\ ~lw1 00 ... 1)
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Rozklad LU (2)

Otrzymujemy dwa roOwnania:

Podobnie,

przy czym

0 1 0 . 0
o
L®? = 0 —l3 1 ... O , lig = 22), 1= 3,.
)

\ 0 Lo 0 ... 1)
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Rozklad LU (3)

Ostatecznie,

oraz
L U,(m=2) 1M1 — pn)

Macierze L™, i = 1,...,n — 1, sa nieosobliwe, mozemy wiec

zapisac

A — (L(l))—l(L(2))—1 . (L(n))—lA(n)
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Rozklad LU (4)

Ponadto,
(1 0 0 ...0)
by 1 0 ... 0
L=L" @)Y . L™t =] 15 5o 1 ... 0

\ bt log Lz ... 1)

A (™ jest macierza tréjkatng gérna

= A=L-U
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Rozklad LU (5)

Zastosowanie do uktadow rownan liniowych

| T
Ar=0b—
Uz =y
* zapamigtujac L 1 U, mozemy szybko rozwigzacC wiele

uktadow roznigcych si¢ wektorami b

* zarzadzanie pamigcig maszyny:

( ail1 ai2 @13 ... Gln \ ( 11  U12 U3 ...  Ulnp \
a1 Q22 @23 ... G2n lo1 w22 w23 ... U2,
a3] Q32 a33 ... G3p N Is1  l32 w33 ... usn

\ ani an?2 an3 Ann / \ lnl ln2 ln3 Unn )
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Metoda Doolitle’a (1)
Przyklad Niech

(330\ (1 0 0\ [un wo ws)

0 2 2 — l2 1 0 U922 U923

1 0
101/ N\ lm 1)\ 0 0 ugs)/

Stad
3 = U1, 3 = U2, 0 = u1s,
0 = 3ly1, 1 = 3l31, 2= 0% 3+ ug,

2 =0 + w93, O:%*3+2l32, 1:O+(—%)*2*U33,
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Metoda Doolitle’a (2)

Przykltad (ciag dalszy)
czyl

(330) [1 0
022 |=]10 1 0
: 1

\1 01/ \

0 2 2

\ (33 0)
) \oo2)
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Metoda Doolitle’a (3)

W przypadku ogélnym dla: =1,2,....n

i—1
U5 — Qg5 — E likukja J=11+1,...,n,
k=1
a Y
§i T 2k—1 likUki . . .
lji — ,]:Z—I—l,l—l—Q,...,?’L
(479
Naktad obliczen:
e rozkltad LU
M = in® — zn mnozeii, D = tn® — 2n® 4+ ¢n dodawan

* rozkiad LU 1rozwiazanie uktadu rOwnan

I 2 1.+ I 1.2 __ 5
M—Bn +n 3n1D—3n + 3n 2L
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Metoda Doolitle’a (4)

Przyklad Rozwazmy macierz

(20 31 23 )
30 24 18
\ 15 32 21 |

Wprowadzamy dodatkowg kolumng¢ indeksujaca wiersze

(20 31 23\ [ 1)

30 24 18 2

\ 15 32 21 /] \ 3

nm_slides-7.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 11/11/2002 — 12:45 — p.49/83



Metoda Doolitle’a (5)

Przykltad (ciag dalszy)

Element podstawowy wybieramy tak, aby u;; mialo jak
najwigksza wartosc.

Dla : = 1 w zaleznoSci od tego, czy na pierwszym miejscu
ustawimy wiersz pierwszy, drugi czy trzeci, uzyskamy
odpowiednio uq; = 20, u;; = 30 oraz uq; = 15. Dlatego

zamieniamy miejscami wiersz pierwszy z drugim,

(30 24 18\ [ 2 )

20 31 23

\ 15 32 21 ) \ 3/
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Metoda Doolitle’a (6)

Przykltad (ciag dalszy)
Obliczamy:

up; = 30, wip =ag =24, w3z = a3 = 18,
lo1 = §, l31 = %
Wartosci te wpisujemy do macierzy A

(30 24 18\ [ 2 )

31 23 |

32 21 ) \ 3 )

N~ W
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Metoda Doolitle’a (7)

Przykltad (ciag dalszy)
Dla 7 = 2 otrzymamy

U99o — A9 — A910A192 — 31 — g x 24 =15
lub
U9 — Q32 — A31A12 — 32 — 5 x 24 = 20

w zaleznosSci od tego, czy na drugim miejscu ustawimy wiersz

drugi czy trzeci. Zamieniamy wiersze miejscami,

(30 24 18\ [ 2 )

32 21

3
31 23 ) \ 1)
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Metoda Doolitle’a (8)

Przykltad (ciag dalszy)
Obliczamy

_ _ _ __ 15
Ugg = 20, ug3 = @23 — a21013 = 12, uzy = 20

Stad

(30 24 18\ [ 2 )

20 12 3

P2 )\ 1)

-~
WINY D=
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Metoda Doolitle’a (9)

Przykltad (ciag dalszy)
Dla ¢ = 3 obliczamy

Uz3z = 2.

Stad

(30 24 18\ [ 2 )

20 12 || 3
\3 1 2/ \1)

= w miejsce macierzy A otrzymaliSmy rozktad LU macierzy,

WIN N

ktora sktada si¢ z wierszy 2, 3 1 1 macierzy wyjsciowej A
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Bledy zaokraglen (1)
Trzy etapy rozwiazania

(1) wyznaczenie rozkladu A = LU metoda Gaussa lub
Doolittle’a (metody sag rOwnowazne numerycznie). A
oznacza przy tym macierz wyjsciowa z odpowiednio
poprzestawianymi wierszami,

(11) znalezienie rozwigzania uktadu Ly = b,
(111) znalezienie rozwigzania ukladu Ux = y.

W etapie pierwszym:
LU=A+E,

gdzie macierz E to btad rozktadu
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Bledy zaokraglen (2)
W etapie drugim 1 trzecim:

(L +dL)y
(U+4+0U)x = y

]
=

Stad
(A4+E + LU + 6LU + §L6U)z = b

Mozna pokazac, ze zaburzenie
0A =E+ LoU 4+ oLU + 0LoU

ma oszacowanie

SA 0 01
u < € (—n3 + —n® — 18n — 16) + O(e)
N 2 2
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Bledy zaokraglen (3)

Stad wynika

gdzie

0

9
p)

n

0}
3

K

ox| _ @
o] ~T-a

eKO (%n3)
(5n% + $n? — 18n — 16)

wskaznik uwarunkowania
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Macierze dominujace diagonalnie (1)

Definicja Macierz kwadratowg A nazywamy diagonalnie
dominujaca, jezeli

n
|az’z” Z E ]az-k], = 1,2, 5o o o Wb
k=1
ki
Jezell nierOwnosci sg ostre, mOwimy o macierzy silnie
diagonalnie dominujace;.
Definicja Macierz A jest diagonalnie dominujaca kolumnowo,

jezeli A jest diagonalnie dominujaca, tzn.

n
‘aii’ > Z ’aki’7 L= 1727 ey T
k=1
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Macierze dominujace diagonalnie (2)

Twierdzenie 8 Jezeli macierz A jest nieosobliwa i diagonalnie
dominujqgca kolumnowo, to przy eliminacji metodq

Gaussa—Crouta nie ma potrzeby przestawiania wiersz)y.

Dowod Pokazemy, ze po wyeliminowaniu m niewiadomych,
uzyskana macierz jest nadal macierza diagonalnie dominujaca
kolumnowo.

Macierz A" jest diagonalnie dominujaca kolumnowo z
zalozenia. Pierwszym elementem podstawowym jest wigc ag‘?.

Wszystkie mnozniki [, = a,(c? / aﬁ), k=2,...,n, spelniaja

Z U] < 1.
=2
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Macierze dominujace diagonalnie (3)

Dowod (ciag dalszy)
Po eliminacji pierwszej niewiadomej uzyskamy z kolumn 1

wierszy o numerach 2, ..., n macierz o elementach

a,(fi) = a,({i) — lklaﬁ), k,i=2,...,n.
Stad wynika,
a?] > Jal)] = |lal - et
a?| < a4 |kl - las?)]-
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Macierze dominujace diagonalnie (4)

Dowod (ciag dalszy)
Stad

|—Z‘Cb |—‘azz’_la’lz‘zukl‘_zyalz - 7

k;éz k;éz

czyli A@ jest diagonalnie dominujaca kolumnowo. Podobnie
postepujemy w przypadku dalszych eliminacji. |}
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Rownowazenie ukladow liniowych (1)

Przyklad Rozwazmy uktad

1 10000 71 10000
10,0001 4 1

Uktad ten ma rozwiazanie 1 = x5 = 0, 9999 (zaokraglone do
czterech cyfr dziesigtnych)
Niech aq; bedzie elementem podstawowym. Szukamy rozwigzan

uktadu w trzycyfrowej arytmetyce zmiennopozycyjnej:

21 = 0.00, x5 =1.00 (b. zte!)
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Rownowazenie ukladow liniowych (2)

Przykltad (ciag dalszy)

Pomnézmy teraz pierwsze rownanie przez 10,

0,0001 1 71 1
1 0,0001 - 1

Wybierajac as; jako element podstawowy, otrzymamy
x1 = 1.00, x5 = 1.00,

co w trzycyfrowej arytmetyce jest wynikiem dobrym.
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Rownowazenie ukladow liniowych (3)

Definicja Zr6éwnowazeniem uktadu bedziemy nazywali takie
przeskalowanie zmiennych, po ktorym macierz uktadu bedzie

spetniata warunek

max |a;;| =1, i=1,...,n.
1<j<n
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Metoda eliminacji Jordana (1)

agﬁ)xl + a§12>a:2 + ... + ag';):vn = bgl)
aéll):cl + a%)azg + ... + agl) = b;l)
flll)xl + a Q)xg + .+ aBz, = Y

Dzielimy pierwsze rownanie obustronnie przez agl),a nastepnie

od 1—tego wiersza (2 = 2,3,...,n) odejmujemy pierwszy pom-

: 1
nozony przez aq(;l),
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Metoda eliminacji Jordana (2)

T, + a%):cg + ... + aﬁ)xn = ng)
a%)azg + ... + aéi)xn = bg)
a%) Zo + ... + aBz, = b

W kolejnym kroku dzielimy drugie rOwnanie obustronnie przez

a%) 1 odeyjmujemy od i—tego wiersza ( = 1,3,4,...,n) wiersz

: . 2
drugi pomnozony przez a§2),
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Metoda eliminacji Jordana (3)

L1 + ... + Cbgi)flfn = bgg)
i) + ... + ag’z)a:n = bgg)
+ az, = by

Po (n — 1) eliminacjach otrzymujemy uktad
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Metoda eliminacji Jordana (4)

Naktad obliczen:

1 1 1 1
M=-n"+=n° D=_-n°——
2 2 2 2

= okolo pottora raza wigcej niz w eliminacji Gaussa
Zalety:
* oszczedne gospodarowanie pamigcia

* mozliwosC prostego okreSlenia rozwigzania ““ obcigtego ™

uktadu rownan
Wady:
* duzy naktad obliczen

* brak odpowiednika rozktadu LU
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Inne metody dokladne

* rozktad LDL?', gdzie D to macierz diagonalna
* stosowany, gdy macierz A jest symetryczna
* rOwnanie wyjSciowe zastgpuje si¢ trzema innymi

* o0szczednoS¢ pamigci, mata liczba dziatan

 rozktad LL' (Cholesky’ego, Banachiewicza)
* dla macierzy symetrycznych, dodatnio okreslonych

* maty naktad obliczen, oszcze¢dnoSC pamigci
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Uklady z macierza trojdiagonalna (1)

[ b o \

a9 bg Co 0
as by c3

T = a4 b4

0 bn—l Cn—1

\ A
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Uklady z macierza trojdiagonalna (2)

Rozklad LU tej macierzy ma postac

(10 (a0

[
L=| ~ U= ,
S @
\ 0 6 1) \ 0 w, )
przy czym
Uy = b17
Zz' — - )
Ui—1
u; — bi_lici—h 7;:2,3,...,7?,
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Uklady z macierza trojdiagonalna (3)

Aby znalez¢ rozwiagzanie uktadu Tx = b, rozwigzujemy dwa
uktady rOwnan
Ly=0, Ur=y

wedlug wzorow

Yy = bla
Y, = bi_liyi—la i:2,...,n,

oraz
_ Yn
Ln — —
Un,
Yi — CGilir1 .
i ,1=n—1,n—-2,...,1

U;
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Uklady z macierza trojdiagonalna (4)
Wtasnosci:

* metoda jest niezawodna, jesli macierz T jest diagonalnie
dominujgca

* oszacowanie biedu wynosi

oz _ @
o] ~T-a

gdzie a = 14e K
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Wyznaczniki
Jezeli zachodzi koniecznoSC obliczenia wyznacznika,

* dokonaj rozktadu macierzy A = LU (z wyborem

czeSciowym lub bez)

* zastosuj wzOr:

det A ~det LU =detLdetU =det U = uqy...up,
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Macierze odwrotne (1)

W celu obliczenia macierzy A1
* wyznaczamy rozktad LU macierzy A

* rozwiazujemy uktady rOwnan
LUz® =e® =1 ... n,

gdzie e®) = (0,...,0,1,0,...,0)7T jest i-tym wersorem
bazowym w przestrzeni R"
Rozwiazania (Y sa kolumnami macierzy odwrotnej, przy czym
nalezy ustawiC je w kolejnosci wynikajacej z przestawien

WIErszZy macierzy.
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Macierze odwrotne (2)

Przyklad Chcemy obliczyC

At=133 0

Szukamy najpierw rozktadu LU macierzy A. Wprowadzamy
dodatkowa kolumng¢ indeksujaca wiersze,

(10 1) (1)

3 3 0

\ 022/ \3)
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Macierze odwrotne (3)

Przykltad (ciag dalszy)
Zamieniamy pierwszy wiersz z drugim, nastgpnie obliczamy

U =3, upz =3, u3 =70,
lo1 = %, l31 =0,
1 wpisujemy wyniki do macierzy wyjsciowej,
(350 (2)
: 01

\0 22/ \3)
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Macierze odwrotne (4)

Przykltad (ciag dalszy)
Zamieniamy miejscami wiersz drugi z trzecim, obliczamy

U2:27 U23:27
|
532 = 3

wyniki wpisujemy do macierzy,

(3 30 (2)

0 2 2 3
\ 1)

~

Wl
|

DN =
}—L

N—
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Macierze odwrotne (5)

Przykltad (ciag dalszy)
Obliczamy

Usz = 4,
aby ostatecznie otrzymac

(3 30\ (2)

0 2 2 3

vl
W=
|
DN | —
(\W)
N—
~
[S-Y
N—
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Macierze odwrotne (6)

Przykltad (ciag dalszy)
W drugim etapie rozwiazujemy réwnania LUz = (),
1= 1,2, 3, tzn.

(1 00\ (33 0) (1)

0 10 02 2 |20=1o0 1 itd
\{ -+ 1/\0o0 2/ \ 0/

Rozwigzania majg postac

(o =

g
—

DN |— DO | —

21 —

| | [@pN i)
=
VS
|
I [ N TR
=
VS
|
|

~
|

/ \ i) \ 2
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Macierze odwrotne (7)

Przykltad (ciag dalszy)

W wektorze przestawieri (231)1 numer 1 zajmuje trzecia
pozycje, wigc w macierzy odwrotnej jako pierwsza kolumne
ustawiamy z®), numer 2 zajmuje pierwsza pozycje, wiec jako
druga kolumne bierzemy z(! i na koficu 2. Stad

(

g

At =

DN |— DN |— D=

(o) ) (o 1) oM )

S LN L

N—

~
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Macierze odwrotne (8)

Przykltad (ciag dalszy)
Sprawdzmy, czy rzeczywiscie powyzsza macierz jest macierza
odwrotng macierzy A,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(] 0 1 ( 1 i _1 i, 1r_-7 1I_1_9 -L1.,41 0\
1 1 1 3 __ 3 1 1 3,3
3 3 0 1 1 1 _ s _3—0 14+4L1_-7 _343_—-9
1 1 1 1 1 1 1
\0 2 9 \ i _1 1 —14+1=0 1 _-_1_—-09p Lo L ])
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Macierze odwrotne (9)
Oszacowanie biedu:

JOA™| Q 9 4
< — KO (2
AL = 1—a € 2"
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