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Uklady rownan liniowych, czes¢ 11

1. Iteracyjne poprawianie rozwigzan

2. Metody iteracyjne rozwigzywania uktadow rOwnan
* Uwagi wstepne
* Metoda Jacobiego
* Metoda Gaussa-Seidla
* Analiza btgdoéw zaokraglen
* Metoda Czebyszewa

* Naktady obliczen 1 warunki ich przerwania

3. Uktady réwnan z macierzami rzadkimi
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Literatura uzupelniajaca

* S. Paszkowski, ‘“Zastosowania numeryczne wielomianow 1

szeregOw Czebyszewa”
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Iteracyjne poprawianie rozwiazan (1)

Rozwiazanie uktadu rownan
Axr =5»

dowolng metoda doktadng obarczone jest pewnym bigdem.
Wektor reszt

r=06— Ax
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Iteracyjne poprawianie rozwiazan (2)

Przyktad
0,99 0,70 0, 54 _ 0, 80
0,70 0,50 0, 36 —0, 36

Arytmetyka zmiennopozycyjna o dwoch miejscach dziesigtnych

w mantysie, z zaokragleniami:

) 0. 54 0.99 0,70 0, 80
r(x) = —
0, 36 0,70 0,50 —0, 36
0,54 — 0,79 + 0, 25 0

0,38 — 0,56 + 0, 18 0
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Iteracyjne poprawianie rozwiazan (3)

Przyklad (ciag dalszy)
Ale dla z; = (0,02;0,74)" mamy réwniez

o) 0, 54 0,99 0,70 0,02
T\ = —
0,36 0,70 0,50 0, 74
- [ 054-0,02-052) (o0
0,38 — 0,01 — 0,37 0 |

mimo Zze x; nie jest rozwigzaniem rownania,

|17 — 21]|eo = 1,1
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Iteracyjne poprawianie rozwigzan (4)

Przykltad (ciag dalszy)
Arytmetyka z wigksza liczba miejsc dziesigtnych w mantysie:

5 0,54 0,99 0,70 0, 30
r(x) = —
0. 36 0.70 0.50 0,36
0,54 — 0.792 + 0, 252 0

0,38 — 0,56 + 0, 18 0
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Iteracyjne poprawianie rozwiazan (5)

Przykltad (ciag dalszy)

(1) 0, 54 0,99 0,70 0, 02
T\ — —
0, 36 0,70 0,50 0,74
B 0,54 — 0,0198 — 0,518 B 0, 0022
0,38 — 0,014 — 0,37 —0,004

= wektory reszt licz z mozliwie duza doktadnoscia
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Iteracyjne poprawianie rozwiazan (6)
* dla znalezionego metoda doktadng x oblicz r

* wyznacz poprawke ox taka, ze
xr+d0x =2, T — rozwiazanie dokladne
Wystarczy, ze rozwigzemy uktad
r=b—Ar=A7r—Ax=A(T —x) = Adx

Jezeli dysponujemy rozkltadem LU macierzy A, potrzebujemy:

* n2 mnozen

2

* n® —n dodawan
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Iteracyjne poprawianie rozwiazan (7)
Btedy zaokraglen:
= zamiast 0x znalezliSmy poprawke przyblizona dx + 6(0x)
= “musimy”’ liczy¢ dale;j
Algorytm:
1. rozwiaz Az") = b stosujac rozktad LU macierzy A,
2. oblicz 7V = b — AzM) (w podwéijnej precyzji)

3. przerwij obliczenia, jesli ||V ||o < ||AzW||oou (lub

17|00 < 11b]|0ott). Jezeli nie , to ...
4. oblicz dzM i wyznacz £(?) = (M) + 5z,
5. oblicz r® = b — Ax® i przejdz do punktu 3

= wektor reszt rozwiazania rzedu u/||b||
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Metody iteracyjne

* wybierz dowolny wektor startowy z(%)

* stopniowo ulepszaj ten wektor az do uzyskania dostatecznie

doktadnego rozwiagzania interesujacego Ci¢ uktadu rownan
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Uwagi wstepne (1)

Definicja Promieniem spektralnym p(A) macierzy A
nazywamy liczbe

p(A): nax ‘)‘2‘7

1=1,...,n
przy czym J; s tutaj wartoSciami wlasnymi macierzy A.
Zachodzi

’)‘Z| < HAHP = ,O(A) < HAHpv p=1200,F

Lemat 1 Dla kazdej liczby dodatniej € > 0 istnieje taka

indukowana norma ||.||, macierzy A, ze

IAllp < p(A) + €
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Uwagi wstepne (2)

Twierdzenie 1 Dla kaZdego rzeczywistego wektora x ciqg
wektorow Az, A’zx, ... jest zbiezny do zera wtedy i tylko wtedy,
gdy p(A) < 1.

Dowod Niech p(A) < 1. Przyjmujac

_1—p(A)
€ = )
2
na mocy lematu 1 mozna wskazaé taka norme ||.||, macierzy A,
ze
1+ p(A)
Al < 22 <

Stad wynika

|A ]|, < [|A[[]z]l, — O,

czyli A"x — 0.
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Uwagi wstepne (3)

Dowod (ciag dalszy)
Przypusémy teraz, ze p(A) > 11 ze ciag Az, A?z, ... jest
zbiezny do zera dla dowolnego wektora rzeczywistego x. Niech

A bedzie wartoScig wlasng macierzy A o najwigkszym module,
Al=p(A) > 1.

Liczba A moze byC zespolona, wigc w ogdlnosci odpowiada je;

zespolony wektor wlasny v taki, ze
Av = .

Niech v = a + b, \" = «,, + 1,
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Uwagi wstepne (4)
Dowod (ciag dalszy)

N =vVa2+B2>1 =a,+ 6, >1
Mamy
A" A"a +iA"b
A" = X' = (aya — G,b) +i(Bra + ayb),

wiec
A"a = a0 — 6,0, A"b = 5,0+ a,b.
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Uwagi wstepne (5)
Dowod (ciag dalszy)
Stad wynika
|A"all3+[| A3 = (eq+8) (lall*+[1B]1%) > (llall*+I15]]%) > 0

= ciagl A"a oraz A"b nie moga by¢ rownoczesnie zbiezne do

/€ra

— istnieje wektor, dla ktérego ciag Az, A°z, ...nie jest

zbiezny do zera

= sprzeczno$¢ |
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Uwagi wstepne (6)

Dla dowolnego wektora z(0) definiyjemy ciag
) = Ma® +w, i=0,1,....

M - pewna macierz kwadratowa
w - wektor

Twierdzenie 2 Powyzszy ciqg przy dowolnym wektorze x°) jest
zbiezny do jedynego punktu granicznego wtedy i tylko wtedy, gdy

p(M) < 1.
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Uwagi wstepne (7)

Dowod

2 = Mz +w=MMz"V +w)+w=...
= MO 4 MOy + MV + .+ w).

Zatézmy najpierw, ze p(M) < 1. Na mocy twierdzenia 1
zachodzi
lim M0 = 0.

Ponadto, szereg w + Mw + ... + M“w + . .. jest zbiezny,

poniewaz spelnia warunek Cauchy’ego zbieznosSci szeregow.
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Uwagi wstepne (8)

Dowod (ciag dalszy)
Zatézmy, ze p(M) > 1. Jesli 2tV — 7 przy dowolnym 2, to

2 musi speinia¢ rOwnanie
r = Mzx + w.
Wprowadzmy wektory

e(i—l—l) _ x(i—l—l) — 7
Powinny one dazyC do zera. Z drugiej jednak strony zachodzi
et = Me® . @ = 50 _ 7 = 0D = VD0

Zgodnie z twierdzeniem 1 mozemy wybraé wektor e(©) (tzn.

7)) taki, ze etV nie dazy do zera. |
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Uwagi wstepne (9)

Lemat 2 JeZeli norma macierzy kwadratowej M spetnia

warunek
HMHP < 17

to macierz 1 + M jest nieosobliwa.

Dowod Gdyby macierz I + M bylta osobliwa, to istniatby
niezerowy wektor x taki, ze (I + M)z = 0. Ale wéwczas

xr = —Muz 1 otrzymalibySmy
lzlly = 1| = Mfl, < [[M][,[|]],,

czyli sprzecznos¢ (bo |[M|[, < 1). |}
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Uwagi wstepne (10)
Lemat 1 1 lemat 2

= p(M) < 1 — z = Mz + w ma rozwigzanie jednoznaczne

Metody iteracyjne - sposob konstrukcji:
dla uktadu Az = b dobierz macierz M tak, aby:

* p(M) < 1, tzn. ciag
2D = Mz® 4w, i=0,1...

byt zbiezny

* aby spelniony byl warunek zgodnosci

x = Mx + w, x - doktadne rozwigzanie
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Uwagi wstepne (11)
Teoretycznie wystarczy
* wzia¢ dowolna macierz M taka, ze p(M) < 1

* wyliczy¢ w ze wzoru
w=(I-M)A™'b

jednak wymagatoby to wyliczenia macierzy A !
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Uwagi wstepne (12)
Niech

w = Nb, (N - pewna macierz kwadratowa)
Z. warunku zgodnoSci
T=Mi+w = A7"-N-MANHNH=0 =M=1I-NA

Stad
Y = (I - NA)z® + Nb

= rozwigzanie istnieje, jezeli tylko

p(I-—NA) <1
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Uwagi wstepne (13)
Jak testowacC efektywnosSc?
* 1loSC niezbednych dziatan
* potrzebna pamigC

* szybkoSC¢ zmian wektora biedu (do zera!)

Uwaga!

* osiggnigcie zadowalajacej doktadnosci w rozsadnym czasie

nie zawsze bywa mozliwe
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Uwagi wstepne (14)

Przyktad
_l\ 1
L —3 1
M = : W = = I =
R | ! 1
2
\ : /

DN | —

\ 3 \ 1/

p(M) = £ = dla dowolnego +(9) metoda iteracyjna jest zbiezna,

a mimo to dla (%) = 0:
; 9

Of =1 fle®W]_ =2 @) =2
lePlloc =1, e lloc = 55 lle oo = 75+,
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Uwagi wstepne (15)
Btedy zaokraglen

= w skrajnym mozemy otrzymac

L(i+1) _ .(0)

= numeryczne rozwigzanie iteracyjne nie zawsze mozliwe
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Metoda Jacobiego (1)

Rozwazmy uktad

Axr =0,
przy CZym
A=L+D+U
L - macierz poddiagonalna
D - macierz diagonalna
U - macierz naddiagonalna
Przyklad
(1 23\ [foo0o0\/[100)\[/023)
4 5 6 | =14 0 0 0 5 0 0 0 6

\789/) \780/\oo0o9/)\o0oo0o0)/
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Metoda Jacobiego (2)

2 = (I - NA)z®W + Nb

Niech
N=D"!

Woéwczas

M; = I-NA=I-D'!A
= I-D ' (L+D+U)=-D L+ U)

Wzor Jacobiego

Dz = (L+U)z® +b, i=0,1,2,...
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Metoda Jacobiego (3)
Glowna przekatna zawiera zera
= metoda nie jest niezawodna
= zmien kolejnos¢ rownan w uktadzie Ax = b
W tym celu

1. sposrod kolumn z elementem zerowym na diagonali

wybierz t¢ z najwigksza liczbg zer;

2. w kolumnie tej wybierz element o nayjwigkszym module;
tak przestaw wiersze, aby znalazt si¢ on na gidwne;
przekatnej; pomin ten wiersz w dalszych rozwazaniach;

powrdC do punktu 1
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Metoda Jacobiego (4)

Przyktad

[ 0
2
7

\ 0

0
1
3
D

o O O =

(7301\ (7301}
210 2 050 0
—

00 1 2 00 1 2
\0500/ \210 2)
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Metoda Jacobiego (5)
Uwaga:

® zamiana wierszy w macierzy gwarantuje jedynie, ze bedzie

istniata macierz D!

* spelnienie warunku zbieznosSci
p(—DHL4+1U)) <1

nie jest gwarantowane!
Metoda Jacobiego jest na pewno zbiezna, jesli macierz A jest
* silnie diagonalnie dominujaca

* silnie diagonalnie dominujaca kolumnowo
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Metoda Gaussa—Seidla (1)

A=L+D+U.
Niech
N=D+L)"' = Mg=-D+L)"'U
Stad

Dz = LY — U@ 4+, i=0,1,2,. ..

® przy obliczaniu :C&Hl) PO prawej stronie nie wystapi zadna

wspoirzedna wektora 2+ Y

) . 11 , , . .
® przy obliczaniu xgt ) prawa strona rOwnosci bedzie

zalezata tylko od 2" itd.
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Metoda Gaussa—Seidla (2)
Metoda nie jest niezawodna
= w razie koniecznosci przestaw wiersze

Warunek zbieznosci
p(Mgs) = p(—(D+L)"'U) < 1

gwarantowany, jeSli macierz A uktadu réwnan jest:
* symetryczna, dodatnio okreSlona;
* silnie diagonalnie dominujaca;

* silnie diagonalnie dominujaca kolumnowo
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Analiza bledow zaokraglen (1)

Niech
6@ - blad zaokraglen w iteracji

= w kazdej iteracji zamiast Mz(?) 4 w obliczamy
Mz 4w + 5
Stad wynika
Y = MOy Miw+. . +w+6D+Mo(i — 1)+. . . +Mi5O
t.aczny btad zaokraglen wynosi

j(i—I—l) o w(fH—l) _ 6(2) 4+ M5(Z_1) 4 Mz5(0)

nm_slides-8.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 26/11/2002 — 7:49 — p.34/57



Analiza bledow zaokraglen (2)

Jezeli algorytm iteracyjny jest zbiezny 1 indeks iteracji jest
dostatecznie duzy, mozemy przyjac

1. . : N
§WH<M@H<MM
Stad (dla x # 0)

27D — 20 2 =
Hx(i—kl)” HxH(Hé( H—l_”M” H5( 1)H+ —|_HMH Hé(o H)

czyli

=(i41) _ p(i41)
|z |

2K i

16W] <k, j=0,1,2,...,1
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Analiza bledow zaokraglen (3)
Jesli |[M]| < 1, to

|7+ — g+ 1 2k
GO S 1= Mz

Jesli macierz uktadu jest silnie diagonalnie dominujaca:

||£(’L—|—1) . x(H_l)Hoo 1 12cv
let Ve T 1= [[Mesfe 1 —a

o = €0 (2n°) | D||oo D™l

= w porownaniu z eliminacja Gaussa stosujac metode

Gaussa—Seidla mozna zyskac¢ na doktadnosci, jeslh

D]l D™ loo < Ko
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Metoda Czebyszewa (1)
Niech

A - macierz symetryczna i dodatnio okreslona

Chcemy wybraC macierz N tak, aby spetniony byt warunek
p(I—NA) <1,
tzn. aby zbieznos¢ rodziny iteracyjne;j
2D = (I - NA)z® + Nb

do rozwigzania uktadu Ax = b byla gwarantowana.
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Metoda Czebyszewa (2)

Zat6zmy, ze N, jest wielomianem macierzowym W (A) stopnia
(s—1)

= M, jest wielomianem stopnia s postaci
P,(t)=1—-W(t)t (dlat = A)

A jest symetryczna 1 ma rzeczywiste, dodatnie wartoSci wlasne

A1y ..., Up

= wartosci wiasne macierzy IV, spetniajg warunek

mi:Ps(ai), izl,...,n
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Metoda Czebyszewa (3)

Niech
a<a <...<a,<pf

Jesli zachodzi
Pi(t)] <1, te€(a,p)

to
p(M;) <1
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Metoda Czebyszewa (4)

Szukamy wielomianu W (¢) stopnia (s — 1) takiego, aby
wyrazenie

max |1 — W (t)t|
te(a,B)

byto naymniejsze z mozliwych

Ts(x) = cos(sarccosz) (T, - wielomian Czebyszewa)
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Metoda Czebyszewa (5)
Przyklad s = 1:

2 2 2
P (t) = t M, =1— A, N, = I,
1() 6—|—Oé 1 6‘|_Oé 1 B‘I‘Oé
oraz
b —«
M) < <1
Pl 1)_5+&

= mozemy obliczyC macierze IV, 1 Ny, ale ...

= metoda nieekonomiczna (wyznaczanie kolejnych poteg

macierzy)
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Metoda Czebyszewa (6)

Oznaczmy przez y'V, ..., y® wektory 2"+, ktére otrzymamy

stosujac wielomiany stopnia 1,2,...,s(k=1,2,...,5 — 1):
: 2 :
0) — 0 1) _ () _ Az _p
J Y 57 ~( )
_ 2
y* ) — O g (B —y D) — (1+wpwi—1)—(Ay® —p)
B+«
0 —« 1
Wy = , W
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Metoda Czebyszewa (7)

Rozwigzanie uktadu Ax = b (algorytm):

1. dlai = 0 ktadziemy 2" = 0 oraz obliczamy

— 2
—g—l—&a C Lzzﬁ—l_@
@7

= :ﬁ—l—o/ 0 — «

2. dla k = 0 ktadziemy 2% = 2, oraz w;_; = 0iw; = wy,
3. obliczamy

) = 20w (29 — 2D — (1 + wiwiq)
— (Az® —p)
1
Wi m—
i L — Ws

4. zwigkszamy £ 11 o jeden. JeSli k£ < s to wracamy do kroku

3,jesli k > s, przyjmujemy zy = =¥ i wracamy do kroku 2
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Metoda Czebyszewa (8)

Twierdzenie 3 Jezeli A jest macierzq symetryczng dodatnio
okreslona, ktorej wartosci wtasne lezq w przedziale {«, ()
(0 < a < f3), to dla dowolnego wektora poczqtkowego =% ciqg

2)

z W, 22 generowany przez algorytm Czebyszewa przy braku

btedow zaokrqglen dqzy do rozwiqzania rownania Ax = b.
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Metoda Czebyszewa (9)

Dowéd Przyjrzyjmy sie najpierw wektorom z(¥), z(8), 2(2%) |
dla ktorych nastgpuje powroét do kroku 2:

p(F+D8) — M 2+ + N.b.
Macierze M, 1 N, spelniajg warunek zgodnosci, wigc
x = M,x + N,b.

Odejmujac powyzsze rOwnania stronami otrzymamy

o((k+D)3) _ N olks)

gdzie e = x — x. Stad

elks) — MFel0),
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Metoda Czebyszewa (10)

Dowod (ciag dalszy)
Niech teraz: = ks + pdlal < p < s. Zachodzi

ZC(Z) — Mpx(ks) _|_ pr7

czyl
el) = Mpe(ks) = Mpl\/[’;e(o).
Poniewaz
0 — «
M.l < |[|[Mq]ls <
Ml < Ml < G0
oraz
0 — «
M, |5 < |[My]l; < ,
IML 2 < || M2 < Tio

wiec [le@]s — 0. |
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Metoda Czebyszewa (11)
Wiasnosci
* 1m wigksze s tym lepsza zbieznos¢
* w idealnym przypadku najlepiej bytoby wzia¢ s = oo (brak
odSwiezania)
* ze wzgledu na bledy zaokraglen bierze si¢ s duze, ale
skonczone
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Metoda Czebyszewa (12)

Btad (w kazdej 1teracji)

16@)]] ( N
2 55+—8k+16)
20 (8% + 16

n - precyzja, z jaka obliczamy Az — b

E<(n+1)vn
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Naklady obliczen i warunki ich przerwania (1)
 okolo n? mnozen w kazdej iteracji

* liczba iteracji > n potrzebna do osiggnigcia duze;j

doktadnosci

= po okolo n iteracjach naktad obliczen porOwnywalny z

metodami doktadnymi

= w przypadku ogdélnym metoda nieefektywna

nm_slides-8.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 26/11/2002 — 7:49 — p.49/57



Naklady obliczen i warunki ich przerwania (2)

Przyktad
1 3
1 448 200
% 1 448 200

* eliminacja Gaussa: 6 mnozen

* metoda Gaussa—Seidla: po 8 iteracjach (32 mnozenia)

1z®) — %] > 0,1
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Naklady obliczen i warunki ich przerwania (3)

Testy stopu (A - zadana doktadno$¢)
||x(z—|—1 z)H < A

b”HAI (1) _p|| < A

Jezeli norma macierzy A jest mata, to reszta
ALY — b = A=Y —Z)|| < [JA] - (|2 — 7]

moze by¢ mata, mimo duzego odchylenia wektora " od

rozwigzania doktadnego x
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Naklady obliczen i warunki ich przerwania (4)

|2 2O = [ — V]| = [Me" -] = |(M-T)e®]],

= mimo duzego bledu eV, (Y i 2 moga sie malo réznic,

gdy norma macierzy M — I jest mala

IT=M]|| = p(I - M) =1 - p(M),

=z sytuacja taka mamy do czynienia, gdy p(M) jest bliskie 1
(wolna zbieznosSC algorytmu)
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Uklady rownan z macierzami rzadkimi (1)

Definicja Macierz A uktadu Ax = b nazywamy macierza
rzadka, jezeli w kazdym rOwnaniu (a przynajmniej w wielu z
nich) liczba niewiadomych jest duzo mniejsza niz liczba

wszystkich niewiadomych n.

= rezerwowanie n° komérek pamieci dla macierzy uktadu jest

bardzo nieekonomiczne
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Uklady rownan z macierzami rzadkimi (2)
Organizacja pamigci:

1. zapamigtujemy kolumnami niezerowe elementy, np.: a1,
(91, A12, A22, (32, A23, 433, 043, A34, G44, OraZ W 0ddzielnych
tablicach numery wierszy, tu: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 3, 4, 3, 4, oraz
znaczniki kolumn (tacznie z nieistniejaca (n + 1)-sza), tu:
1,3,6,9,11,

2. jak powyze], lecz zamiast zapamigtywaC numery wierszy,
zapamigtujemy tylko pierwszy 1 ostatni w kazdej kolumnie
oraz dodatkowo stowami bitowymi polozenie niezerowych
elementow, np. dla kolumny a1, ass, as3, are, ags nalezy
zapamigtacC liczby 11 8 oraz kod 011001, wskazujacy

elementy aso, a3, a9,
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Uklady rownan z macierzami rzadkimi (3)

3. elementy macierzy zapisujemy w dowolnej kolejnosci,
dotaczajac do nich informacje o potozeniu sgsiednich
elementow w ich wierszach 1 kolumnach lub dodatkowe

informacje, np. potozenie ostatniego elementu w kolumnie.
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Uklady rownan z macierzami rzadkimi (4)
Metody doktadne

* brakuje skutecznych metod wyboru elementu
podstawowego, ktore z jednej strony gwarantowalyby
niezawodnosSc 1 stabilnoS¢ numeryczna, a z drugiej nie
powodowaty pojawienia si¢ duzej liczby nowych
niezerowych elementow

* wyjatki:

* macierze trojdiagonalne, diagonalnie dominujace
kolumnowo

* macierze wstggowe, diagonalnie dominujace

kolumnowo

* macierze wstegowe, symetryczne 1 dodatnio okreslone

nm_slides-8.tex — Metody numeryczne — Janusz Szwabinski — 26/11/2002 — 7:49 — p.56/57



Uklady rownan z macierzami rzadkimi (5)
Metody iteracyjne
* naktad obliczen duzo mniejszy niz w przypadku ogdlnym
= mozliwa duza liczba iteracji

= mozliwa zadowalajaca doktadnos¢

* nie trzeba zmieniaC potozenia elementow macierzy A
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