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... the purpose of computing 1s insight, not
numbers . . .

(Hamming)
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Dokladnos¢ w obliczeniach numerycznych
1. Analiza btedow
2. Przedstawienia liczb

3. Analiza zaburzen pozornych
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Zrédia bledow
(1) bledy danych wejSciowych
(11) zaokraglenia w czasie obliczen
(111) bledy zakresu
(1v) bledy obcigcia
(v) uproszczenia modelu matematycznego

(vi) bledy cztowieka 1 maszynowe
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Bledy bezwzgledne i wzgledne

a - wartoSC przyblizona

a - wartoSC doktadna
Definicja Biledem bezwzglednym wartoSci a nazywamy
Aa = a — a.
Definicja Bigdem wzglednym wartoSci a nazywamy
r(a) = 22, jesli a # 0.

Jesli a pozostaje nieznane, wOwczas szacuje Si¢

Aa

~

a

r(a) o
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Cyfry ulamkowe i istotne

Definicja Cyfry utamkowe to wszystkie cyfry po kropce
dziesigtnej w utamku. Cyfry istotne to cyfry jakie pozostang po

pomini¢ciu zer na poczatku utamka.

Przykitad Liczba 0,00245 ma pi¢€ cyfr utamkowych 1 trzy
istotne. Liczba 12,12 ma dwie cyfry ulamkowe 1 cztery istotne.
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Cyfry poprawne i znaczace

Definicja Jezeli |Aa| < % %1077, to @ ma ¢ poprawnych cyfr
utamkowych. Cyfry istotne wystepujace w a do pozycji t—tej po

kropce to cyfry znaczace.

Przyklad Liczba 0,001234 £ 0,000004 ma pi¢€ cyir
poprawnych (poniewaz 0, 000004 < % x 107°) 1 trzy znaczace.

cylry poprawne — blad bezwzgledny
cyfry znaczace  —  blad wzgledny
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Ucinanie 1 zaokraglanie

Cel: skrocenie liczby do danej dlugosci ¢ cyfr utamkowych
Metody:

1. ucinanie, czyli odrzucenie cyir na prawo od t—tej
* btad bezwzgledny < 10~*
* btad ma systematycznie znak przeciwny niz sama

liczba
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2. zaokraglanie, czyli wybor liczby najbardziej zblizonej do
danej
* jesli|a| = 0,10 ... ;41 - . ., tO

)
0,109 ... 4 jeshi 0 < oy <4

\ 0,a1009...00 +107" jeSli oy q > 5
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Przyklad ¢ = 3

liczba | zaokraglanie | ucinanie
0,2379 0,238 0,237
-0,2379 -0,238 -0,237
0,2375 0,238 0,237
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Przenoszenie si¢ bledow - dodawanie i odejmowanie

Niech

1 ==

Lo —

Zachodzg nastepujace zwigzki

VAN
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T1 — €1+ (To — €3)

~

T1—€ — (T2 +€) < a7

ZE1:|:€1

ZE2:|:€2

-+ To

T1+ €1+ (Tg + €3)

T1+ € — (To — €)

VAN VAN
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r1+x9 = 5151—|—51§2:|:(61—|—62)

L1 — o = 5151—.%2:&(614—62)
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Twierdzenie 1 Oszacowanie bledu bezwzglednego wyniku
dodawania lub odejmowania jest sumq oszacowar btedow

bezwzglednych sktadnikow.

Dowod Metoda indukcji matematyczne;j
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Przenoszenie sie bledow - mnozenie i dzielenie

Z. definicj1 btedu wzglednego » wynika
r=x+xr=x(1l+r)
Stad
T1To = x1(1 + r)xo(1 +79) = x1229(1 + 71) (1 + 13)
Wobec tego
r(xyxxy) =(1+r)(L4+mry) —1=1r1+ro+rirg>=ry +ry

jezeli tylko |m| < 11 |re| < 1.
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Podobnie

I1 1—|—7“1 T — T9
rl— | = — 1 = ™~y — Ty
T 1+ 7re 1+ 7re

jezeli tylko |m| < 11 |rgy < 1
Niech
1| < p1, 2| < po

Wowczas

71+l < pr+pairy —re| < p1+p2

Twierdzenie 2 W mnozZeniu i dzieleniu oszacowania bledu
wzglednego argumentow (o ile tylko btedy te sq < 1) dodajq sie.
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Przenoszenie sie bledow - znoszenie si¢ skladnikow

‘Al’l‘ —+ ’A:CQ‘

y=x1—1y = |Ay| < |Azxi|+|Azsy| = ] p——
1 — X2

= jezeli x1 1 x5 niewiele si¢ r6znig migdzy soba, 1ich réznica

moze mieC malg doktadnos¢ wzgledna

Przyklad Niech z; = 0,5765 4= 0, 00005 1
ro = 0,5763 = 0,00005. Mamy

x1 — 9 = 0,0001 £ 0, 0001

= oszacowanie btedu jest tak samo duze, jak otrzymana réznica
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Przenoszenie si¢ bledow - wzor ogolny

Niech
y(x)

funkcja jednej zmienne;
doktadna wartoS¢ argumentu
przyblizona wartoS¢ argumentu

btad, ktorego oszacowania szukamy
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YA

>
X

= Ay mozna przyblizy¢ za pomocg rézniczki funkcji y
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Twierdzenie 3 Jesli y jest funkcjq x = (x4, ..., x,),

T = (Zy,...,T,) to wartos¢ przyblizona argumentu

o= (29,...,2Y), oraz Ax; = 1; — 20 i Ay = y(2) — y(x0), to
wowczas ogolny wzor na przenoszenie sig btedow ma postac:

9
6?/( 7)Az; :my|<2\_ )| Az

i=1 i=1 Li

Ay =~
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Dowod Zalézmy, ze z xy do T przesuwamy si¢ w n krokach,
zmieniajac w kazdym z nich tylko jedng wspotrzedna. Zatem dla

1 =1,2,...,n — 1 mamy
_ ~ .0 0
T; = (L1, Tiy Tipgs-- -3 &p)
oraz
Ty =T

Gdy przechodzi si¢ z x;_1 do x;, zmienia si¢ 1—ta wspotrzedna z

2Y na ;. Z twierdzenia o wartosci Sredniej wynika
9, 9,
y(z:) — y(zim1) = a—i(fz)(@ — 5’3?) = a—i(f)ﬁ%

gdzie &; € (z;_1, x;)
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Dowod (ciag dalszy)

Poniewaz
Ay = y(zn) — y(zo) = Y (y(z:) — y(zi-1))
i=1
otrzymujemy
Ay ~ VAT,
V&2 o, (T)Az; 1
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Znoszenie si¢ bledow

Przyklad Niech y = 2 + 2, gdzie z; = (2% + 1)V/2,
29 = 200 — x oraz x = 100 = 1. Mamy

Ay Wy dm dm L
Az~ dx dx de 222

Zatem |Ay| < % %+ 1071 21 oraz 2, nalezy wyznaczy¢ z czterema

cyframi utamkowymi, cho¢ nawet cyfry jednosci nie sa pewne
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Jesli przeksztatcimy y:

y=(Va2+1—x)+ 200 =

-+ 200

1
T+ vVrt+1
otrzymamy y z zagdang doktadnoscia przy niskiej doktadnosci

pierwiastka kwadratowego.

1
y = 200, 0050 £ > ¥ 10~*
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Z.aburzenia eksperymentalne
Skomplikowane zadania obliczeniowe:

e zwigzki migdzy danymi WE/WY zbyt skomplikowane, aby

stosowaC wzOr na przenoszenie si¢ biedow

= obliczenia testowe, w ktorych bada si¢ wrazliwos¢ danych
WY na zaburzenie danych WE
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Przedstawienia liczb

Maszyny cyfrowe:
* skonczona pamigc
* skonczona liczba operacji WE/WY w jednostce czasu

= zbi0r liczb reprezentowanych w maszynie skonczony

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.25/61



Liczby catkowite
Maszynowa, /V-bitowa liczba catkowita z reprezentowana jest w
nastepujacy sposob:

z={ag,aq,...,an_1}, a, € {0,1}

przy czym

N—2
7= —an_1 x 2V ¢ g oy, * 2"

n=0

Zakres: —2V "1 <z < oN-1 _ 1
Oszacowanie bigdu: |Az| < 0,5
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Przykilad

Liczba Reprezentacja 8-bitowa

a7 | ag | as | ag | az | as | ag | ag

+2 0 O[O0 ] 0|0 0] 1]O0

0 0 O[O0 ] 0|0 0]0]O

-1 | 1 (1| 1|1 [1]1]1

+117 0 1 (1|10 1]0]1

-118 | O[O0 ]O0]1 0] 1]O0
WartoSciowos¢ || —27 | 26 | 25 | 24 | 23 | 22 | 21 | 20
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Liczby ujemne:

e w liczbie dodatniej o tym samym module zmien kazdy bit na

przeciwny

o dodaj 1

= dzigki temu nie trzeba rozrézniac na liczby dodatnie 1

ujemne przy dodawaniu

+2 10100 O(1]0
-1 1171 1111
+1 10100 0101
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Reprezentacja zmiennopozycyjna

Liczba maszynowa g w reprezentacji zmiennopozycyjnej ma
postac:
g=(-1)sxmxB° 1/B<m<1,
s - bit znaku
m - mantysa,
e - wyktadnik (cecha)

B - podstawa (ustalona)

= operacje na ustalonej liczbie cyfr istotnych
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32-bitowy, zmiennopozycyjny standard IEEE (Institute of

Electrical and Electronics Engineers):
g=(=1)°1.f 271"

s - bit znaku

f - czeS¢ utamkowa (23 bity)

e - wykladnik przesunigty o 127 (8 bitow)
Zakres: —10°® < g < 1038
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Przesunigcie wyktadnika:

* ogdlnie 0 2°~1 — 1, gdzie k to liczba bitéw w polu
wyktadnika

* wyktadnik reprezentowany przez liczby dodatnie

* najmniejsza liczba maszynowa moze byC odwrocona bez

wykroczenia poza zakres
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Wartosci specjalne:

0 00000000 00000000000000000000000 0

1 00000000 00000000000000000000000 || -0
011111111 00000000000000000000000 || 400
111111111 00000000000000000000000 || —o0
011111111 00000100000000000000000 || NaN
111111111 00100010001001010101010 || NaN
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Przyklad Chcemy przeksztalci€ liczbe 5,375 do formatu IEEE:

przeksztalcamy do postaci dwojkowe;:
5,370 =4+1+4+0,25+0,125 =
122 40%21 +1%2 + 0271 +1%272+1%279 = 101.011

renormalizujemy otrzymang liczbe:
101.011 % 29 = 1.01011 * 22

pomijamy wiodacg jedynke w mantysie — 01011
wyznaczamy wyktadnik: 2 + 127 = 129 = 10000001

znak dodatni — 0

znak || wyktadnik mantysa

0 10000001 | 01011000000000000000000
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Przyktad -113,3125:

e przeksztatcamy wartoSC bezwzgledna do postact dwojkowe;:

* czeSC catkowita: 113 = 1110001

* czeSC utamkowa:
0,312 %x2=0,625 — 0
0,625 x2=1,25 — 1
0,25x2=0,9 — 0
0,0x2=1,0 — 1

= 113,3125 = 1110001, 0101
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renormalizujemy otrzymang liczbe:
1110001, 0101 % 2° = 1,1100010101 * 2°

pomijamy wiodaca jedynke w mantysie — 1100010101
wyznaczamy wyktadnik: 6 4+ 127 = 133 = 10000101

znak yemny — 1

znak

wyktadnik

mantysa

1

10000101

11000101010000000000000
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Przyklad 1,7:

e przeksztalcamy czgSC utamkowa do postaci dwojkowe;:

0,7«2=1,4 — 1
0,4%x2=0,8 — 0
0,8x2=1,6 — 1
0,6x2=1,2 — 1
0,2x2=0,4 — 0
0,4%x2=0,8 — 0
0,8x2=1,6 — 1
0,6x2=1,2 — 1

— 0

0,2%2=0,4
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= 1,7 ~1,10110011001100110011001 * 2°

e pomijamy wiodaca jedynke w mantysie —
10110011001100110011001

e wyznaczamy wykiadnik:
0+ 127 =127 =01111111

e znak dodatni — O

=

znak

wyktadnik

mantysa

0

OIT11111

10110011001100110011001
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Arytmetyka zmiennopozycyjna

Dla dowolnych liczb maszynowych z 1 y mamy

r+*y = rdx+y)

r—"y = rdx—y)

rx*y = rdlr Xy)
vty = rd(zfy)

gdzie rd to odwzorowanie zaokraglania (lub ucinania), przeksz-

tatcajace liczbe rzeczywistag na maszynowa
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Przyklad Niech a = 0,1234567 * 10°, b = 0,4711325 * 10*

oraz ¢ = —b. Wowczas mamy:

a+*b=0,0000123 % 10* + 0,4711325 * 10* = 0,4711448 % 10?
(a +*b) +* ¢ = 0,0000123 * 10* = 0, 123 * 10"

Z. drugiej strony

b+ c = 0
a+*(b+*c) = 0,1234567 * 10° # (a +* b) +* ¢

czyli +* nie jest aczne
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= algorytmy rOwnowazne matematycznie nie zawsze sq

rOwnowazne numerycznie

Definicja Algorytmy nazywamy réownowaZnymi matematycznie,
jesli dajg te same wyniki dla jednakowych danych wejSciowych,
o ile tylko obliczenia wykonuje si¢ bez zaokraglen.

Definicja Algorytmy nazywamy rownowaznymi numerycznie,
gdy wyniki dla jednakowych danych wejSciowych r6znig si¢
tylko o tyle, o 1le moga zmieni€ si¢ doktadne dane wyjSciowe
zadania, gdy dane wejSciowe zaburzy si¢ o niewiele u, gdzie u

jest wzglednym btedem zaokraglenia lub ucigcia.
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Analiza zaburzen pozornych
Z. definicji op™ wynika
zopy — zopy| < |z opylu
gdzie u to jednostka maszynowa
= 4, zop*y=(rxopy)(l+0), [0 <wu

= wynik kazdego z dziatan op® mozna przedstawiC jako wynik
doktadnego dziatania wykonanego na zaburzonych
argumentach, przy czym zaburzenie wzglgdne nie

przewyzsza u
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Definicja Dane wyjSciowe otrzymane za pomoca algorytmu A
interpretujemy jako doktadne dane wyjsSciowe tych samych
obliczen, ale ze zmienionymi danymi wejsciowymi. Wowczas
wskaznik uwarunkowania C 5 algorytmu A, wskazuje
wystarczajacy zakres takiej wzglednej zmiany danych
wejsciowych z u jako jednostka.

Definicja Wskaznik uwarunkowania Cp zadania P z pewnymi
danymi wejSciowymi jest najwigksza zmiang wzgledna,
mierzong w jednostkach u, doktadnych danych wyjsciowych,
spowodowang zaktoceniem wzglednym danych wejSciowych o

wielkoSci wu.
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Jesli r jest oszacowaniem btedu wzglednego danych
wejsciowych, to
C p(?“ =F O A)

jest oszacowaniem btedu wzglednego danych wyjsSciowych. Cy4 i
C'p zaleza od danych wejSciowych, natomiast sa wzajemnie
niezalezne
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Przyklad P - zadanie obliczenia wartosci funkcji f w punkcie
x. 7. definicji C'p wynika, ze wskaznik ten jest wigksza z

wartosci wyrazenia

f(z+Ax)—f(z)
f(z)
Az

X

dla Ax = ur 1 Ax = —ux. Stad w praktyce przyjmuje si¢ czgsto

OP _ f(z)
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Przyklad Chcemy obliczy¢

1
= ————
1 — ao?
Mamy
20/
U = 1 —a?

= zadanie Zle uwarunkowane dla o2 ~ 1

— zadanie bardzo dobrze uwarunkowane dla o* < 1
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ZYozonos¢ obliczeniowa algorytmow
1. Notacja O

2. Z1ozonosC obliczeniowa algorytmow
* Uproszczone zasady analizy algorytmow

* Kilka stow o rekurencji
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Notacja O

Definicja Niech f i1 g beda ciggami liczb rzeczywistych.
Piszemy

f(n) = O(g(n))

wtedy, gdy istnieje stata dodatnia C' taka, ze

f(n)| < Clg(n)]

dla dostatecznie duzych wartosci n
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Twierdzenie 4 W ponizszej hierarchii ciqgow kazdy z nich jest

O od wszystkich ciqgéw na prawo od niego:

4 3 2 .3 n n
1,logyn, ..., v/n,v/n,v/n,n,nlnn,ny/n,n°,n°,...,2"% nl,n".

Dowod
(1) n mozna przedstawiC w postaci

3 4 n—1 n
n=92%—%x—...
2 3 n—2n—1

Poniewaz po prawej stronie jest n — 1 czynnikow 1 kazdy z
nich jest co najwyzej réwny 2, wiec n < 271 < 2
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(i) Poniewaz n < 2" !, wiec
log,n < log,2" ' =n—1

dlan > 1

(111) Dlan > 4 mamy
n!l=@4)*x5%...%x(n—1)*n.

Pierwszy czynnik 4! jest wiekszy od 24, a kazdy z
pozostalych n — 4 czynnikow jest wigkszy od 2. Zatem

n! > 2% x 9n—4 — o
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(iv) Nieréwnos¢ n! < n' jest oczywista, poniewaz n! jest
1loczynem liczb naturalnych, z ktérych wszystkie poza
jedna sa mniejsze odn |
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Twierdzenie 5

(a) Jesli f(n)

(b) Jesli f(n)

(c) Jesli f(n) =

(d) Jesli a(n) =

= 0(g(n)) i c jest statq, to

cx f(n) = 0(g(n))

= 0(g(n)) i h(n) = O(g(n)), to



Dowod
(a) Z definicji notacji O mamy

[f(n)] < Clg(n)

dla dostatecznie duzych n. Zatem:
cf(n)] = clf(n)] < cxClg(n)

czyli cf(n) = O(g(n))
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(b) Jesli f(n) =O(g(n))ih(n) =0O(g(n)), to istnieja liczby
dodatnie C'1 D takie, ze

[f(n)] < Clg(n)], [A(n)| < Dlg(n)

dla dostatecznie duzych n. Poniewaz |x + y| < |x| + |y| dla
x,y € R, wigc wynika stad, ze

[f(n) + h(n)| < [f(n)] + |h(n)| < (C + D)|g(n)|

dla dostatecznie duzych n. Zatem f(n) + h(n) = O(g(n))
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(c) Jesli f(n) =0O(a(n))ig(n) = O(b(n)), to istnieja liczby
dodatnie C'1 D takie, ze

[f(n)] < Cla(n)|, |g(n)] < DIb(n)]
dla dostatecznie duzych n. Stad wynika, ze
[f(n) * g(n)| < C * Dla(n)b(n)|

dla dostatecznie duzych n. Zatem

f(n)* g(n) = Ofa(n) * b(n))
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(d) Jeslia(n) = O(b(n))ib(n) = O(c(n)), to istnieja liczby
dodatnie C'1 D takie, ze
la(n)| < Clo(n)], [b(n)] < Dle(n)

dla dostatecznie duzych n. Zatem
ja(n)] < Clb(n)| < CDle(n)],

dla dostatecznie duzych n, a wiec a(n) = O(c(n)) |
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Twierdzenie 6 Dla dowolnych ciqgow a(n) i b(n) mamy
(a) Ola(n)) + O(b(n)) = O(max{|a(n)|, |b(n)]})
(b) O(a(n))* O(b(n)) = O(a(n) * b(n))
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ZYozonos¢ obliczeniowa algorytmow

Przyklad Zestawienie czasOw wykonania algorytmow réznych

klas. Zalozenie: elementarny czas wykonania wynosi jedng
mikrosekunde (107 Fs).

) 10 20 30 40 50 60
O(n) | 0,00001s | 0,00002s | 0,00003s 0,00004s 0,00005s 0,00006s
O(n?) | 0,000ls | 0,0004s 0,0009s 0,0016s 0,0025s 0,0036
O(n?) | 0,001s 0,008s 0,027s 0,064s 0,125s 0,216s
O(2™) | 0,001s 1,048s 17,9min 12,7dni 35,7lat 366w
O(3™) | 0,059s 58min 6,5lat 3855w 227%10%w | 1,3*1013w
O(n!) 3,65 771w 8,4%1016w | 2,6¥103%w | 9,6%¥10*"w | 2,6¥10%0w

(w oznacza tutaj 100 lat)
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Uproszczone zasady analizy algorytmow

* w analizie programu nalezy zwracaC uwage tylko na

najbardziej “‘czasochtonne’ operacje

* nalezy wybraC wiersz programu znajdujacy si¢ w najgiebie;
potozonej instrukcji iteracyjnej, nastepnie zliczyC liczbe
jego wywotan 1 na tej podstawie wnioskowac o klasie

algorytmu
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Przyklad Przeanalizuymy ponizszy fragment programu:
while (1<N) {
while (§<=N) {
suma=suma-+2;
J=J3+1;}
1=1+2;}

N(N+1)
2

°* suma=suma+2 wykonywane razy

* klasa O(n?) (rozmiarem danych jest tu wielko$¢ V)
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Kilka slow o rekurencii

int silnia(int n)

{

O' _ 1 if (n>0)
return n*silnia(n-1);
n! = n x (n _ 1)' else

return 1;

Niech czas sprawdzenia warunku wynosi t.. Zalézmy, ze jest to

najbardziej czasochtonna operacja. Wowczas

~
—~
-
—
|

2
Tn) = t.+T(n—1), dlan>1
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T(n) = te+T(n—1)
Tn—1) = t.+T(n—2)

T(1) = t.+7(0)

= T(n) = (n+ 1)t.

= algorytm jest klasy O(n)
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