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Aproksymacja funkcji

1. Pojecia podstawowe
* zagadnienie aproksymaciji
* funkcje bazowe
* typowe normy
* rodzaje aproksymacji

2. Aproksymacja Sredniokwadratowa
* wielomianowa
® trygonometryczna
* za pomocyg funkcji sklejanych

* aproksymacja funkcji ciagtych
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Zagadnienie aproksymacji

X - pewna przestrzen liniowa
X, - m-wymiarowa podprzestrzen przestrzeni X
f(x) - funkcja, ktéra chcemy aproksymowac

Definicja Aproksymacja liniowa funkcji f(x) polega na

wyznaczeniu takich wspotczynnikow ag, a4, ..., a,, funkcji

F(z) = appo(r) + ar161(z) + ... + am@m ()

gdzie ¢o(x), ..., ¢m(x) sa funkcjami bazowymi podprzestrzeni
X1, aby funkcja F'(z) spetlniata pewne warunki, np.

minimalizowata norme réznicy || f(z) — F(z)]|
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Definicja Aproksymacja wymierna funkcji f(x) polega na
znalezieniu takich wspoétczynnikow ay, ..., a,, by, ..., by,

funkcji

_ ap®o(z) + a191(x) + ... + andn(T)
botbo(x) + b1th1(z) + .. . + bt ()

gdzie ¢;(x)i¢Y(z) ¢ =0,...,n,5 =0,...,m) sa elementami

tej samej bazy £ wymiarowe] podprzestrzeni liniowe;]
(k = max(m,n)), aby funkcja F'(x) spetniata pewne warunki,

np. minimalizowata norme réznicy || f(z) — F'(z)||
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Przyklady funkcji bazowych

* funkcje trygonometryczne

1, sinz, cos x, sin 2x, cos 2x, ..., sin kx, cos kx

* jednomiany

L, @, 22, .., s
* wielomiany
L, (x —xg), (x —x0)(x — 1)y ..., (x —xg) -+ (T — )
* wielomiany Czebyszewa, Legendre’a
Wybor bazy wptywa na

e doktadnos$¢ 1 koszt obliczen
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Typowe normy

* (Czebyszewa

Ifl = sup|f(z)]
(0.5
o L2
, 1/2
17l = ([ 170 a )
* 5z wagg

Wlaw = ([ w@lsrar)
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* ,dyskretna”

171 = (7o) "

1=0
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Rodzaje aproksymacji

* Sredniokwadratowa, kiedy szukamy funkcji F'(z)

minimalizujacej catke

1£(2) ~ F@)ll = [ w() [F() — f() do
lub sume
|f(2) - F()| = zngwm)w(xi) — F@)?
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* jednostajna, kiedy szukamy funkcji F'(x) minimalizujace;j

norme

|F(z) = f(2)l| = sup [F(z) — f(z)]

x€{a,b)
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Twierdzenie Jezeli funkcja f(x) jest ciagta na skonczonym
przedziale (a, b), to dla kazdego € dodatniego mozna dobrac
takie n, ze jest mozliwe utworzenie wielomianu P, (x) stopnia n

(n = n(e)), ktory spetnia nier6wnos¢

(@) = Pu(@)] <e

na catym przedziale (a, b)
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Twierdzenie Jezeli funkcja f(x) jest ciagta na R i okresowa o
okresie 27, to dla kazdego € dodatniego 1stnieje wielomian

trygonometryczny

n

Sn(x) = ag+ Y (agcoskx + bysinkx), n=n(e)
k=1

spelniajacy dla wszystkich x nieréwnos¢

[f(z) = Sn(z)] <€
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Aproksymacja Sredniokwadratowa

+ punkty empiryczne
—— funkcja dokladna
---- wielomian interpolacyjny
-—-— wielomian aproksymacyjny
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Szukamy wielomianu uogolnionego

F(z) = f%ai@(x)

takiego, ze suma

|F(2) = f@)| = > w(w) [F(z:) = f(zs)]

0s1gga minimum
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H(ag, ..., am) = zn:UJ(ij) [f(:z;j) - iawﬁi(%)r = zn:w(%)R?

Uklad normalny (K =0,1,...,m)

g(Z - _2i)w(xj) [f(xj) N iai@(l‘j)] or(;) =0

¢;(x) tworza baze
= wyznacznik rézny od zera

= rozwiazanie uktadu minimalizuje sume || F(z) — f(z)|]
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Aproksymacja wielomianowa
Niech ¢;(z) = 2',1=0,1,...,moraz w(z) = 1

= uktad normalny ma postac

) [f(%)—zaix}] =0, k=0,1,...,m
i=0

1=0
Stad
> aigw=pr, k=0,1,....m
=0
gir = 2 pp =" f(z;)ah
j=0 j=0
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Jesli punkty z, ..., x, sa rézne oraz
* m<n
= wyznacznik uktadu jest r6zny od zera
= uktad ma jednoznaczne rozwigzanie
°* m=n

= ['(x) pokrywa si¢ z wiclomianem interpolacyjnym
= H =20
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Uwaga
* dlam > 6 ukiad normalny aproksymacji wielomianowej
jest zle uwarunkowany

= aproksymacj¢ z jednomianami jako funkcjami

bazowymi stosujemy tylko dla matych m

= dla duzych m lepiej stosowac jako baz¢ wielomiany
ortogonalne
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Aproksymacja trygonometryczna

f(x) jest okreslona na dyskretnym zbiorze punktéw

:13:7% i=01.. . 92L—1
Mamy
)
_ 0, m=#k
Zsinmxisinkxi:< L, m=k#0
i \0, m=k=0
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2L—1
Zcosmxicoskxi:< L, m=k#0
i=0
\ 2L, m=k=0
2L—1
Z cosmx;sinkx; = 0
i=0
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Szukamy funkcj aproksymujacej postaci

1 n
=3 Z a;cosjx +b;sinjx), n <L

Zadanie minimalizacji sumy

prowadzi do
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1 2L—1

T Z f ;) cos ja; =

2L ]
Z ZL“Z COS ——

L £ Z L
1 2t 1 2= . T
7 ;:% f(x;)sin jo; = 7 Z smT

(j=1,2,...,n)
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Aproksymacja za pomoca funkcji sklejanych
Funkcja jest okreSlona na dyskretnym zbiorze punktow
r,, 1=0,1,....n1, nu>n—+3

Funkcji aproksymacyjnej szukamy w postaci
n—+1

S(x) = ) cgi(r), a<z<b

1=—1
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(x — CCZ'_Q)B da x€r;—2,z;—1]
h3 + 3h2(m — 33@'—1)
+3h(x —z;_1)? —3(x —x;_1)3 dla =z € [z;_1,x;]

83w = 2 8 B 48R3 (@igr — )
+3h(zit1 —x)% — 3(zi01 — )2 dla =z € [z, Ti11]
(oo — )3 dla =z € [zi41,Ti42]
. O dla pozostalychx € R
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Niech

- -2
ni n+1
I=5 |flx) = ) cigy(az)
k=0 | i=— ]
Warunek
0l ,
=0, +=-1,0,1,....,n+1
8@-
prowadzi do
| ni
i=—1 k=0

bij = i ; (zk) 5 ()
k=0
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Aproksymacja Sredniokwadratowa funkcji ciaglych

Szukamy funkcj aproksymujacej postaci

P(x) = agpo(x) + ... andn(x)

gdzie ¢;(x) to elementy bazy pewnej podprzestrzeni funkcji

catkowalnych z kwadratem

Metody numer yczne I (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.25/31



Minimum H,, bedzie minimalizowato norme

|P(z) — f(z)]
W tym celu rozwiazujemy uktad
0H,
9a, =0, 2=0,1,...,n

wzgledem wspotczynnikow a;
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Przyklad Funkcje¢ f(z) = sin x na przedziale (0, 7/2)

aproksymujemy wielomianem
P(x) = ag + a1z + asx?

Uktad réwnan ma postac

/2 /2 /2 /2
o dx + a4 / rxdx + as / ridr = / sin xdx
0 0 0 0

/2 /2 /2 /2
ao / rxdx + a4 / r2dzx + as / dr = / x sin xdzx
0 0 0

0
w/2 w/2 /2 /2
ao / r2dx + aq / r3dx + as / ridr = / r? sin zdx
0 0 0 0
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czyl

70 7T2 7T3

_ S _ — 1
2CL0+ 8&1—|‘24CL2

7.‘_2 7.‘.3 7.‘.4
o o o — 1
g G0t g it 502

7.‘.3 7.‘.4 7.‘.5

o o g, = 9
240 T 4™ T 10"

Stad
P(x) ~ 0,134 4+ 0,59z + 0, 0527

Metody numer yczne I (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.28/31



Sredni btad aproksymaciji

M?* = (b—a)'H,(ag, a1, as) ~ 0,00797
Przyklad Funkcje f(z) = sin x na przedziale (0, 7/2)
aproksymujemy postugujac si¢ wiclomianami Legendre’a

I d

Fa(x) = 2nn ) dx™

(:CQ—l)n, n=20,1,2...
Wprowadzamy zmienng

A |
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Aproksymowac bedziemy funkcje

wielomianem

W(t) = agPo(t) + a1 Pi(t) + as Py (1)
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Wspoiczynniki wynosza

L rl s 2
= = [ dtsin—(t+1)=2=
o 2/_1 sm4(+) T
3 [l LT 24 6
a; = 5/_1dttsmz(t+1):ﬁ_;
5 [l 3 1 m 480 120 10
= — [ dt —t2——>'—t 1) = —
2 2/_1 (2 2 Sm4(+) 7T3+7T2+7T

W (t) ~ 0,6366197 + 0, 5218492z — 0, 13909612°

M? ~ 0, 0000704
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