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Calkowanie numeryczne
1. Kilka uwag ogdlnych
. Kwadratury Newtona—Cotesa

. Metoda Romberga

2

3

4. Kwadratury Gaussa

5. Trudnosci 1 mozliwosci w catkowaniu numerycznym
6

. Calkowanie metoda Monte Carlo
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Kilka uwag ogolnych

Problem: f; dzg(x)
(a, b - pewne skonczone wartosci)

Rozwiazanie: zastap g(x) funkcja interpolujaca (x)
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Niech
Tz, k=0,...,n - wezly interpolacji

() - wielomian interpolacyjny Lagrange’a

o(x) =N glan)Pp(x)

gdzie

(z—z0)(z—21)...(r—xp_1)(T —Tgy1) ... (x —xn)
(g —xo)(xp — 1) ... (¢ —xp—1)(Tk — Tka1) ... (T — Tn)

Pr(x) =
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/ab drg(z) =~ /ab drp(r) = /ab dxzn: ®p(x)g(xr)

Jesli |g(x) — ()| < eix € [a,b], to

/ dzg(z) — > Arglar)| =

= catke mozemy obliczy¢ z dowolna doktadnoscia, jezeli tylko

[ dstote) - ot < c6-a

g(x) daje si¢ przyblizy¢ dowolnie doktadnie
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Definicja Wyrazenie

[ dngo) = 3" Auglan). @ € fa

nazywamy kwadratura. Argumenty x; nazywamy weztami

kwadratury
Niech

I(g) = / drg(z), S(g) =3 Apglar)

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabiriski — p.6/61



Definicja Blgdem przyblizenia catki /(g) suma S(g) nazywamy

E(g) = S(g) — I(y)
Definicja Mowimy, ze kwadratura jest rzedu r, jezeli

(a) [(W) = S(W) dla wszystkich wielomianéw W (x) stopnia
mniejszego niz r

(b) istnieje wielomian stopnia r (r > 1) taki, ze I(W) # S(W)
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Twierdzenie Kwadratura
b n
/ dzg(z) ~ ZAkg(:z:k), T € |a,b]
@ k=0

jest zbiezna dla kazdej funkcji f(z) € C([a,b]) wtedy i tylko
wtedy, gdy:

* jest ona zbiezna dla kazdego wielomianu,

* istnieje liczba M niezalezna od N taka, ze

N
d A<M, N=12,...
k=0
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Niech
g(z) = p(z)f ()

Wowczas (zastgpujac f(x) wielomianem Lagrange’a)

/ab dzg(z) = /ab dap(x)f(x) = ;Akf(xk)
gdzie
Ay = /ab dap(z)®y(2)
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Twierdzenie Rzad kwadratury

[ dm@f@) = 3 s

k=0

Ap

/ ' dep(e) ()

wynosi co najmniej NV + 1
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Kwadratury Newtona—Cotesa

b_
ry=a+kh, h=-—" k=01,....n
T

Zastepujac funkcje podcatkowa wielomianem interpolacyjnym

otrzymamy

b
/ dz f(z ZAkf T,

gdzie (r = a + sh)

Ak:/ dz®y, () = /da;H i _h/ dsHZ_Z_hozk

—0 L — T4
z;ék: z#k

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.11/61



Wzér trapezow

Dla n = 1 mamy

1 1
—1 1 — 1
CkO:\/ dSS — A a1:/ dSS O:—
=179 12079

= WZOr trapezow

)
JRE ~h2akfa:k "ot i
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Jesli f(z) € C?*([a, b)), blad interpolacji wielomianem stopnia n

WYNosi:
M, 1

) < o

Stad

B(f)] = 5h (@), &€ @b, h=b—a
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Wzor Simpsona

Dla n = 2 mamy

/2 s—1s—2 1
oy = ds = =
0 0—-10—2 3
/2 s—0s—2 4
ay = ds — —
/2 s—0s—1 1
g = ds — —
0 2—02—1 3

czyl

b
/ dz f(z) =~ g[fo +4f1 + fo
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Btad przyblizonej wartosci catki wynosi:

1

()] = 55h" FP (&),

gdzie & € (a,b), h = %52

2
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Inne wzory Newtona—Cotesa

Ogolnie dla wszystkich n naturalnych:

b n .
/ dl‘f(x)ﬁhz&ksz bntaz(fkfk
a k=0 k=0

* { jest dobrane tak, aby liczby o, = ta; byly liczbami

catkowitymi

Dla f € C*(|a,b)):
B(f)l = WK fP(€)

gdzie ¢ € (a,b),api K zaleza od n
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n | ok nt Btad Nazwa
1|11 2 h3 1 f(2) (€) wzOr trapezOow

2 | 141 6 h® 55 1 s fA () wz6r Simpsona
311331 8 hd 3 3 S f(€) | wzor "trzech 6smych”
4| 73212327 9 | A7 925 ASU(3) wz6r Milne’a

5 | 197550507519 288 | AT 222 f(6)(¢) -

6 | 41216272722721641 | 840 | K% 2= f®) (&) wz6r Weddle’a

Dla wigkszych wartosci n wspotczynniki ujemne

= wzory przestaja byC numerycznie uzyteczne (kwadratura

nie zawsze jest zbiezna)
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Kwadratury zlozone Newtona—Cotesa

Btad kwadratur Newtona—Cotesa jest proporcjonalny do pewne;

potegl dltugosci przedziatu calkowania

= jezeli przedziat calkowania jest duzy, kwadratura moze nie

zapewniC zadnej doktadnosci
Wyjscie:
1. podziel przedziat catkowania |a, b] na pewna liczbg

podprzedziatow

2. w kazdym podprzedziale zastosuj kwadraturg niskiego

rz¢du 1 zsumuj wyniki
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ZYozony wzor trapezow

Stosujac wzor trapezéw dla przedziatu [x;, x;. 1] otrzymujemy

h
Si(f) = 5 Lfi + fita]

Stad
n—1 n—1 h
S(f) = 28 =) i+ fin]
i=0 i—
= h %"’fl‘l' .+ fn- 1—|—];n>

Metody numeryczne I (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.21/61



Jezeli f(x) € C*([a,b]), to

h3 n—1 , b—a n—I1 , b ,
E(f)] = 12Zf”(@)—(mﬁ an”@»—(12 Y (e
(=0 (=0

= btad kwadratury zlozonej jest duzo mniejszy niz
odpowiedniej kwadratury proste;j

= zwigkszajac liczbe weztéw mozemy dowolnie zmniejszac
blad
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ZYozony wzor Simpsona
P _ b—a

, T parzyste

W podprzedziale [xy;, X2, 2] stosujemy wzor Simpsona:

)

S2z'(f) — 5

| foi + 4foit1 + foiro]
Stad

n
n_1

S(f) — Zszq;(f) —

g[fo+fn+2(fz+f4+---+fn—2)+4(f1+f3+-~+fn—1)]
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Btad tej kwadratury wynosi

(b—a)

5)
B(f)| = S0, €€ (a,h)

o ile tylko f(z) € C*([a, b))
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Przykilad

DOUBLE PRECISION FUNCTION SIMPSON (A,XDEL,N)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-%)
DIMENSION A (1)
N1=N-1
XINT=A (1)
P=2.D0
PH=-2.DO0
DO 10 I=2,N1
PH=-PH
P=P+PH
10 XINT=XINT+A(I)*P
XINT=(XINT+A (N))*XDEL/3.DO
RETURN
END
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Przykilad

1
/ drexp(z) = 1, 71828182
0

n | Wzor trapezow | Wzor Simpsona
1,72722190 1,71831884

8 1,72051859 1,71828415

16 | 1,71884112 1,71828197

32 | 1,71842166 1,71828183

64 | 1,71831678 1,71828182
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Metoda Romberga

Twierdzenie (wzor sumacyjny Eulera-Maclaurina) Jezeli

f e C*™*Y([a,b]), to ztozony wzdr trapezGw ma rozwiniecie:

)
T(h) = / A f(2) + TR + ...+ T 4 G (R)R2™2,

gdzie 7; sa statymi niezaleznymi od h, a o, 1 (h) jest funkcja

ograniczong zmiennej h, tzn.
a1 < M < o0

dla kazdego h = I’_T“ (n calkowite)
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Dzielimy [a, b] na 2’ réwnych czesci (1 = 0,1,...):

o= V=@
27,

Lik — a+khz

fi,k — f(il?zk)

Zlozony wzor trapezow:

Ty =he |3 fis— 3 (@) — )
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Mamy

TO@ ZTO kh%

= wyraz wiodacy bledu jest rzedu h%

Niech
Toi4+1 — Loy
T i — T i ’ ’
1 0,i+1 22 _ 1
Woéwczas
I(f) = _ZTOk 22hz+1_h12k)
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Wprowadzmy wielkoS¢

1 [ 2°
Tl,k:§ ﬁ_l T0.k

Poniewaz 7, ; = 0, otrzymujemy

[(f le Zﬁkhzk

= wiodacy wyraz bledu jest rzedu A
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Ogolnie
Tm—l,z’—l—l I Tm—l,z’
22m _ 1

T = Lo—1441 +
Jezeli f(x) € C*™2([a, b]), to

I(f) = Tpny = Ch2mH2 fm+2) ()

gdzie £ € (a,b), a C jest pewna stala
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1., ; mozna przedstawiC w postaci kombinacji liniowe;]

TO,la ce 7T0,m—|—’ia a zatem

2m—{—z'

, b—a

Tm,’i =h § : dm,jf(a +]h)7 h = Im+i
7=0

d, ; sa dodatnie dla wszystkich m, j

= 1}, sa zbieznymi kwadraturami o weztach rownoodlegtych
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* pierwsze] kolumna - ztozony wzor trapezow

* po obliczeniu m pierwszych elementow z 1. kolumny

mozemy wyznaczyC m pierwszych wierszy

* na og6t zbieznos¢ ciagu T, o szybsza niz Tj ,,
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Wielomiany ortogonalne

{P,(x)}*, - ciag wielomianéw ortogonalnych z waga p(zx)

n=0

na przedziale |a, b]

P, (x) - wielomian stopnia n

(P, P,) = / dep(z)P.(x)Ps(x) =0, r# s

Twierdzenie Wielomiany ortogonalne na przedziale |a, b| maja

tylko pierwiastki rzeczywiste, jednokrotne, lezace w (a, b)
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Przyklad W przedziale [a,b] = |—1, 1| wielomianami
ortogonalnymi z waga p(x) = 1 sa wielomiany Legendre’a
1 d"
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Przyklad W przedziale [a,b] = [—1, 1] ciag wielomianéw

ortogonalnych z waga p(z) = (1 — 2)%(1 + 2)°, (o, 8 > —1)
tworzg wielomiany Jacobiego:
(1) o

2! (1_33)_&(“_33)_5@ [(1—2)*t" (14-2)°+"]

Jn(z; 0, B) =

W szczegoblnosci, gdy a = 8 = —= mow1my o wielomianach
Czebyszewa pierwszego rodzaju:

T, (z) = cos(a arccos x)
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Przyklad Wielomiany Laguerre’a

d’n
Lu(z) = (~1)'e" -+ (a"e ™)
sa wielomianami ortogonalnymi z waga p(x) = e~ * w przedziale
0, 00).

Przyklad Wielomiany Hermite’a

2 d"
Hn — (1% 7
(@) = (—1)er’ e

sq wielomianami ortogonalnymi z waga p(z) = e~ na

przedziale (—oo, 00)
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Kwadratury Gaussa

Szukamy kwadratury

S(f) = D Acf(zx)

A, / ’ dep(2)Be()

0 naywyzszym mozliwym rzedzie
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Twierdzenie Nie istnieje kwadratura postaci

S(f) = ZAkf(fk)

Ay,

/a ’ dep()Bu()

rzgdu wyzszego niz 2(N + 1)
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Dowéd Niech W (z) = wi.,(z), gdzie
wyii(x) =(x —x9)...(x —xN).
Mamy

(W) = /da;p(a;)W(x)>O

S(W) = f:AkW(xk)zo

k=0

[stnieje zatem wielomian stopnia 2(/N + 1), dla ktérego

kwadratura nie jest doktadna |
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Twierdzenie Niech p(z) bedzie funkcja wagowa dodatnia w
przedziale |a, b]. Jezeli punkty xg, ..., xy sa pierwiastkami
wielomianu Py (z) z ciagu wielomianéw ortogonalnych na

la, b] z waga p(x), to kwadratura

S(f) = > Acf(zr)

Ap

|
Ko
™

/ ' deple) Bule)

jestrzedu 2(N + 1)
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Dowod Niech
Wi(x) - wielomian stopnia 2N + 1

Q(x) - iloraz z dzielenia W (z)/Py1(x)
R(x) - resztazdzielenia W (x)/Pyi1(x)

W(z) = Q(x)Pyyai(z) + R(z)

()(x) oraz R(x) maja stopien < N, zatem
[ dm@Wia) = [ dep(a)Q)Paa(@) + [ dap()R(o
— [ dep(a)R(a)
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Ponadto

ZAifi = ZAL' {Q(z:) Pyya(z;) + R(z;) } = ZAiR(xi)

poniewaz Py.q(x;) = 0.
Kwadratura jest co rzgdu co najmniej (N + 1), a wigc jest
doktadna dla R(x),

ZAiR(xi):/ dep(x)R(x) i
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Twierdzenie Wszystkie wspotczynniki A, w kwadraturach
Gaussa sa dodatnie

Dowod Rozwazmy wielomian stopnia 2N

Ri(z)=[(z—=20)...(x —zi_1)(x — zi11) ... (x — zN)]°

gdzie: =0,1,..., N. Mamy

0 < / drp(z)Ri(x) = » Ri(wr) = AiRi(%;)

k=0

a wigc rzeczywiscie wspotczynniki A; musza by¢ dodatnie |}
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= kwadratury Gaussa sg zbiezne dla kazdej funkcji ciagle;

Jezeli f € C*N*2([a, b)), to

b

BNl = G/ @Y [ dmp@da (o)

przy czym & € (a, b)
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Kwadratury Gaussa-Legendre’a
Niech p(x) = 1 oraz |a,b] = [—1, 1]
= wielomianami ortogonalnymi sg wielomiany Legendre’a

Wspolczynniki 1 btad kwadratury Gaussa—Legendre’a wyrazaja
sie wzorami

2
(N + 2) Pyyo(or) Py (@)
22N—|—3[(N_|_ 1)']4

E() = (2N + 3)[(2N +2)1]3 e

A, = —

gdzie —1 < £ < 1 oraz xy, - pierwiastki wielomianu Py ()
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W przypadku dowolnego przedziatu catkowania |a, b]:

) 1
/dtf(t) - b;a/_ldxf<b;a:c+b;a>

bh—a -

k=0

2

gdzie

; b— a +b+a
= 7%
g 9 K 9

1 z;, zdefiniowane jest jak powyze]
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Wezty xp, Wspdtczynniki Ay
xo = —0,5773502692 . .. Ag =1
x1 = 0,5773502692 . .. A =1
xo = —0, 7745966692 . . . Ao =5/9
x1 =0 A1 =38/9
xo = 0, 7745966692 . .. A =5/9

w N = O = O = O

zo = —0,8611363116. . .
21 = —0,3399810436 . . .
zo = 0,3399810436 . . .
r3 = 0,8611363116. . .

Ao = 0, 3478548451 . . .
A1 = 0,6521451549 . . .
As = 0,6521451549 . . .
Az = 0,3478548451 . . .
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Przyktad Dla N = 1 obliczyC catke
0,25
/ dxe”
—0,25
Mamy

0,25 1
[ are = e (%) e ()]

—0,25
1
= lexp(—0,1443375673) + exp(0, 1443375673)
— 0,505217

2

Wynik doktadny: 2sinh 0,25 = 0, 505224
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Przyklad Dla N = 2 mamy

1
/ dre® = 1,718181104
0

Ciekawostka Pod adresem

http://www.efunda.com/math/num_integration/findgausslegendre.cfm

mozna obliczyC wezty 1 wagi kwadratury Gaussa—Legendre’a

on—line.
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Trudnosci i mozliwosci w calkowaniu numerycznym

Jesli funkcja podcatkowa jest osobliwa lub “prawie osobliwa”,

sprobuj zmodyfikowac problem:
® zamiana zmiennych
* catkowanie przez czesci

* wylaczanie fatwo catkowalnego sktadnika zawierajacego

osobliwosci (uwaga: mozliwe znoszenie si¢ sktadnikow!)

* specjalne wzory catkowe (konstruowane metoda

czynnikOw nieoznaczonych)
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Przyklad Niech

I(f) = /01 dzxz=1/%e”

Funkcja podcalkowa jest nieskoriczona dla x = 0. Niech z = 2.

Wowczas
1
I(f) :2/ dt exp(t?)
0

1 catka ta daje si¢ juz fatwo obliczyC numerycznie
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Calkowanie metoda Monte Carlo

Szukamy catki

/ab daf(z) = /ab d (%) h(z)
[ = (765) = (i3)

jezeli tylko h(x) ma wiasnosci gestosci prawdopodobienistwa na

/a b deh(z) = 1
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Metoda Monte Carlo:

* wybierz losowo M punktéw x; o rozktadzie h(x)

f(z)

* na podstawie tej probki utworz wartoS¢ Srednig funkcji (o)

w przedziale |a, b]

/ab o (%) h(z) ~ %i (ﬁi?)
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Twierdzenie (Prawo wielkich liczb) Niech =4, ..., x,, beda
zmiennymi losowo wybranymi zgodnie z funkcja gestosci
prawdopodobiefistwa h(z), spelniajaca warunek [ dzh(z) = 1.

Zaktadamy, ze 1stnieje catka

[ / dzh(z)g(z)

Woéwczas dla kazdego € > 0

M
1
Mhi%op{] G_MZQ(%)_[ E} :

1=1
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Twierdzenie (Mocne prawo wielkich liczb)

{A}ILHOOMZQ ;) ]}1

Twierdzenie
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Probkowanie bezposrednie (z; sa rOwnomiernie roztozone w

calym przedziale |a, b]):

Stad
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Przyktad Obliczmy catke

1
/ dx exp{—30x°}
0

metoda Monte Carlo, stosujac dwie rozne funkcje rozktadu

prawdopodobienstwa:
1
hi(z) = T = 1, xe|0,1]
2, 0<z<3i
ho(x) = -
0, =z> %
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- rozklad rownomierny

80000

- rozklad "dopasowany" do f(x)

80000
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— f(x)=exp{ —30x2}

o
N

—_
N
3
o
("?
——
o
>
[

o
~

f(x)
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	small Wzór trapezów 
	small 
	small 
	small Wzór Simpsona 
	small 
	small 
	small Inne wzory Newtona--Cotesa 
	small 
	small Kwadratury z³o¿one Newtona--Cotesa
	small Z³o¿ony wzór trapezów
	small 
	small Z³o¿ony wzór Simpsona 
	small 
	small 
	small 
	small Metoda Romberga
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small Wielomiany ortogonalne
	small 
	small 
	small 
	small Kwadratury Gaussa 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small Kwadratury Gaussa-Legendre'a 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small Trudno¶ci i mo¿liwo¶ci w ca³kowaniu numerycznym 
	small 
	small Ca³kowanie metod± Monte Carlo 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 
	small 

