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Analiza falkowa, czes¢ 11
1. Ciagla transformata falkowa (CWT)
2. Dyskretyzacja CWT
3. Dyskretna transformata falkowa (DWT)

Literatura uzupetniajaca:

1. Robi Polikar, ,,The Wavelet Tutorial”
2. C. Valens, ,,A Really Friendly Guide to Wavelets”

nmslides-12.tex — Metody numeryczne II — Janusz Szwabiniski — 22/5/2003 — 9:07 — p.2/33



Ciagla transformata falkowa

A(s,7) = / at ()6 (1

s, (t) = \7 (t — T)

s - skala

T - przesunigcie

y - falka bazowa

* s odpowiada odwrotnosci czgstotliwosci
°* s > 1 = falka bazowa jest rozciggana

* s < 1 = falka bazowa jest zwg¢zana
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Warunek dopuszczalnosci (1)

Twierdzenie 1 Jesli f(t) € L? i (t) spetnia warunek

/olcuW(w)|2 < +00

wl

gdzie ¥ (w) to transformata Fouriera falki 1) (t), to funkcja f(t)
moze by¢ w petni zrekonstruowana przy wykorzystaniu jej

transformaty falkowej (s, T), przy czym transformata odwrotna

()= [ [ drdsy(s. a0

ma nastegpujqcq postac
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Warunek dopuszczalnosci (2)

Warunek dopuszczalnosSci implikuje

[Y(w)loo =
czyl
/ dtap(t) = 0

= falka musi byC funkcjq oscylujaca
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Regularnos¢ (1)

Rozwinmy CWT w szereg Taylora do rzgdu n wokoét punktu

t = 0 (dla utatwienia przyjmujemy 7 = 0)

5.0 = L 32 90 [t (2) + 0w+

Vs | p=0 ' |
Momenty falki
M, — / AttPp (L)
Wowczas
7(s,0) =
1 £ £ (0)

(O)MOS + TM182 + ...+ Mnsn+1 1 O(Sn+2)

n!

NE f
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Regularnos¢ (2)

Z. warunku dopuszczalnosci
M() =0

Gdyby pozostale momenty znikalty do M,, wiacznie, wowczas
dla gtadkiego sygnatu f(¢)

1(s,7) > 5
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RozdzielczoS¢ w czasie 1 skali
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Przyklady falek (1)

Falka Haara
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Przyklady falek (2)

Meksykanski kapelusz
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Przyklady falek (3)

Falka D4
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Przyklady falek (4)

Falka Coiflet C3
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Przyklady falek (5)

Falka Symmlet S8
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Przyklady falek (6)

Falka Meyera stopnia 2
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Dyskretyzacja ciaglej transformaty falkowej (1)
,,Wady” CWT

* skalowane falki nie sg ortogonalne = wiele informacji

nadmiarowych
* nieskonczona liczba falek

* transformata nie daje si¢ na ogot wyliczy¢ analitycznie
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Dyskretyzacja ciaglej transformaty falkowej (2)

Zasada Nyquista
S2 f 1
Dyskretna falka
1 t — kT 0 Sj
hin(t) = ,10( - 0)
S 50
k, g - liczby calkowite
S0 - pewien ustalony krok

So =2 = statka diadyczna
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Dyskretyzacja ciaglej transformaty falkowej (3)
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Dyskretyzacja ciaglej transformaty falkowej (4)

Transformata falkowa ma w tym wypadku ma postac

2. k) = / At F (D0 4(t)

1 pozwala ona zrekonstruowac oryginalny sygnat, jezeli tylko

spetniony jest warunek

ANlFIP <> I ) ? < BIIFIP
7,k

gdzie A > 01 B < +o0 nie zaleza od f
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Dyskretyzacja ciaglej transformaty falkowej (5)

Efekt Dopplera
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Dyskretna transformata falkowa (1)
Rzeczywiste sygnaly nie trwaja nieskonczenie dtugo
= przesunig¢cia falek sg ograniczone z gory
Falki posiadaja spektrum podobne do filtru pasmowego

= z teor1 Fouriera wiemy, ze

Ff(a} = o F (%)

al \a

= kompresja falki o czynnik 2 w czasie spowoduje
rozciagnigcie jej spektrum o czynnik 2 oraz przesunie

wszystkie czestotliwosci w gore (takze dwukrotnie)

= mozemy pokryC skonczone spektrum sygnatu spektrami
rozciagnigtych falek
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Dyskretna transformata falkowa (2)
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Funkcja skalujaca (1)
Problem:
* przy kazdym rozciggnigciu falki pokrywamy tylko potowe

pozostalego spektrum

= musimy wykonac nieskonczenie wiele rozciagnigc, aby

dojsSC z czestotliwoscig do zera
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Funkcja skalujaca (2)

funkcja skalujgca

nmslides-12.tex — Metody numeryczne II — Janusz Szwabiriski — 22/5/2003 — 9:07 — p.23/33



Funkcja skalujaca (2)

Traktujac funkcje skalujacy jako sygnat ze spektrum
niskopasmowym, mamy (do pewnej skali 7)

p(t) = Zv(;f, k);k(t)

= zamiast nieskonczonej liczby falek mamy funkcje skalujaca
oraz ich skonczona liczbe

= tracimy informacj¢ o sygnale w pewnej skali (ale nadal

mozemy go zrekonstruowac!)

Warunek dopuszczalnosci dla funkcji skalujacej ma postac

/ dto(t) = 1
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Dekompozycja wielorozdzielcza (1)
Pojedyncza falka zachowuje si¢ jak filtr pasmowy

= transformata powinna zachowywac si¢ jak wielostopniowy
uktad takich filtrow

= na kazdym stopniu, z sygnalu orginalnego wylawiamy czes¢C
pasma odpowiadajaca wspolczynnikom transformaty
falkowej 1 funkcji skalujace;
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Dekompozycja wielorozdzielcza (2)




Wspotezynniki DWT (1)

Roéwnanie dwuskalowe

o(21) = 3 hysa (R)e(27 1t — k)

= funkcje skalujaca w pewnej skali mozemy wyznaczyc za
pomoca funkcji w nastgpnej, mniejszej skali

Podobnie zachodzi

Stad
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Wspoélczynniki DWT (2)

Przechodzac do skali 5 — 1 (wigcej detali), musimy dodac falki
=D AR = k) + Y v (k)2 — k)
k k

Jesli funkcja skalujaca 1 falki sg ortonormalne, to

Noa(k) = (F(1), o))
Boalk) = (FE), ()

Stad

Aj-1(k)

|
D
|
O
??‘

Vi (k) = Zg — 2k)7;(m)
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Wspoétczynniki DWT (3)

hig - filtry lustrzane

g(k) = (=1)"h(=k + 1)

nmslides-12.tex — Metody numeryczne Il — Janusz Szwabinski — 22/5/2003 — 9:07 — p.29/33



Wspoétczynniki DWT (4)
Wspolczynniki funkcji skalujace; w pewnej skali

= dolne pasmo sygnatu na wyjSciu z wielopoziomowego
uktadu filtrow

Zaktadajac, ze sygnal orginalny to wyjScie wyimaginowanego
filtra dolnoprzepustowego

= w najwigkszej skali
Ak) = f(k)

= w celu obliczenia \;_; i7,_1(k) wystarczy wyznaczy¢ h(k)
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Wspotczynniki DWT (4)

Z. roOwnania dwuskalowego mamy

Zh (2t — k

Warunek dopuszczalnosci prowadzi do

/dw Zh /dw 2t—k):%Zh(k)

k

czyl

> h(k) =2

k
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Wspoélczynniki DWT (5)

Jezeli falki maja tworzyC dualny ukiad ortonormalny, funkcja

skalujaca musi by¢ ortogonalna do swojego przesunigcia
o = [ttt -1
XL (K) [ dtplt = K)p(2t 20~ b

Stad

Zth+2z ') = 260,
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Aplikacje
* komputerowy” wzrok
* kompresja danych (stosowane przez FBI)
° usuwanie szumow z danych
* wykrywanie nieciggtosci sygnatow
* rozpoznawanie samopodobienstw w szeregach czasowych

* generowanie dzwigku
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