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Roéwnania rozniczkowe zwyczajne, czeSc 11
1. Zagadnienia poczatkowe (ciag dalszy)
* Metody niejawne
* Algorytm Verleta
2. Zagadnienia brzegowe 1 wiasne
* Prosta metoda strzatow
* Rownania liniowe

* Jednowymiarowe rOwnanie Schrodingera
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Metody niejawne

Y=Y, Yn)s 9, 1) =91(y, 1), .-, gnly,t)]

dy
- g(y,t), y(to) = yo

Formalne rozwiazanie

tn—i—m
ln
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m = 11 metoda trapezOow:

T
o [g(ym tn) - g(yn+17 tn+1)]

Yn+1 = Yn + 9

= rOownanie wzgledem y,, 11

_
0= Yn = Ynt1 + +519(Yn, tn) + 9(Ynt1, tnia)]

|
Metoda parabol

= wzOr Adamsa—Moultona

Y1 = Ynt—[59Wns1, tnst) 89 Wns tn) =g (Yn1, tu1)]+O (1)

15
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Wilasnosci
* duzy naktad obliczen
* gstabilnos¢

Jesli g(y, t) jest liniowa funkcja y

g(y,t) = g(t)y

= rownanie mozna rozwigzac analitycznie
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Algorytm Verleta

-, 1 5
r; = _Fz
e
r; - wektor potozenia i—tej czastki
m; - masa 1—tej czastki
FZ- - sila dziatajaca na 1—tg czastke

Jesli liczba czastek jest duza

= uktad wielu rownan r6zniczkowych

= wyliczenie sity moze by¢ skomplikowane

= algorytm Rungego—Kutty raczej si¢ nie nadaje ze wzgledu na

wydajnos¢
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Rozwijamy funkcje 7;(t + At) i 7;(t — At) w szereg Taylora
wokot punktu ¢:

|

ri(t+ At) = 7i(t) + AtTi(t) + 5At?@(t) + ...
|

7t — At) = 7(t) — Ato;(t) + 5At?@-(zﬁ) + ...

Dodajac stronami, otrzymamy

—

R+ AD) = 275(1) — 7t — A8 + AT oA

my;
Odejmowanie stronami prowadzi do
ri(t + At) —ri(t — At) 3
U; (1) = O(At
(1) — +O(AF)
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Zalety
* jedno wyliczenie sity w kazdym kroku czasowym
* duza doktadnosc
* stabilnos¢
Wady
* algorytm nie startuje z jednego punktu

* predkos¢ nie jest generowana automatycznie, trzeba jg
dodatkowo wyliczac

* predkos¢ obarczona jest zwykle wigkszym btedem, niz
polozenie

= do wyliczenia predkosci uzyj zmodyfikowanych wersji tego
algorytmu
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Zagadnienia brzegowe
Typowe fizyczne zagadnienie brzegowe ma postaC rOwnania
rozniczkowego drugiego rzedu

u'(z) = f(u, v, z)

z zadanymi na brzegach wartosciami u lub o’

W 1D mamy cztery rodzaje warunkow brzegowych:
1. u(0) =upiu(l)=u
2. u(0) =ugiu'(1) =v
3. u/(0)
4. u'(0)

Vo 1 U(l) — Uq

vo1u' (1) = vy
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Zagadnienia wlasne
Jesh
* rOwnanie rozniczkowe zawiera parametr

* rozwigzanie roOwnania spetnia zagadnienie brzegowe tylko

dla pewnych wartoSci parametru

°* musimy ten parametr wyznaczyc¢

= zagadnienie wlasne
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Prosta metoda strzatow

Rozwazmy zagadnienie brzegowe

u' = f(u,u,x), u(0)=qa, u(l)=70
Zagadnienie poczatkowe

v = f(u,u',z), uw0)=a, u'0)=s
ma wowczas na 0got doktadnie jedno rozwigzanie

u(z) = u(zx, s)

zalezace od wyboru wartosci poczatkowej s dla u’(0)
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Szukamy takiego s = s, aby

u(0) =u(l,5) =p

Innymi stowy, szukamy miejsce zerowego s funkcji

F(s)=u(l,s) =
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Metoda bisekcji

Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.13/33



Jesli F'(s) jest rézniczkowalne wzglgdem s
= metoda Newtona

F(s®)

(+1) _ 4() _
T T E0)

Mozemy zastapi¢ F’(s) odpowiednim ilorazem réznicowym

As(®)

AF(s\9) =

Trudnosci:
* zbyt duze As'Y = przyblizenie niezbyt doktadne
* zbyt mate As'Y = znoszenie si¢ sktadnikéw
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Rownania liniowe

u’(z) + d(z)u'(z) + q(z)u(r) = s(z)

u(0) = ug, u(l) = uy
Funkcje d(x), q(x) i s(x) sa gtadkie
= zasada superpozycji rozwigzan

= nie musimy szukaC doktadnie s w metodzie strzatow
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u(x,s1), u(x,sy) - rozwiazania probne

Szukamy rozwigzania postaci
u(x) = au(z, s1) + bu(x, s2)
Z. warunkow brzegowych

at+b = 1

]
&

u(1,s1)a + u(l, s9)b

czyh

’LL(LSQ) — Uq b — (VA} —U(l,Sl)
U(L 52) i u(17 Sl)7 U(l, 32) _ u(la 81)
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Zagadnienia Sturma-Liouville’a

p()v' (2)] + q(z)u(z) = s(z)
Przyktady
* rOwnanie Legendre’a

e rownanie Bessela

Ze wzorow trojpunktowych mamy:

_ Unpt1 — Up—1 / h? (3) 4
AV = — O(h
2
A, = Mt Z 3 e M ot

h? 12
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Stad

h2
PLAL 4 pals = [patl ] + E(an£4) +2pLul?) + O(h*)

Zaniedbujac drugi wyraz po prawej stronie otrzymamy

(zpn - hpf/n,)un-i—l - (2pn i hpgq,)un—l — 4pnun - 2h2(5n i Qnun)
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Przyklad Rownanie Legendre’a

d
dzx

[(1 — 332)3—;1 +Il(l+1Du=0, xe€ (—1,1)

Zatozmy, ze
® nie znamy wartosSci [

* znamy za to warto$ci wielomianu P;(x) = = dla dwdéch

pierwszych punktow
Szukamy [ odpowiadajacego zadanym warunkom brzegowym

= zagadnienie wlasne
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Podprogram do catkowania rOwnania Legendre’a najprostszym
algorytmem Sturma—Liouville

SUBROUTINE SLL (N, H,L,U)
IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT (IN) :: N

INTEGER :: I

DOUBLE PRECISION, INTENT (IN) :: H,L

DOUBLE PRECISION :: H2,0Q,X,P,P1

DOUBLE PRECISION, INTENT (OUT), DIMENSION (N) :: U

H2 = 2.0*H*H
Q = L*(1.0+L)
DO I = 2, N-1

X = (I-1)*H-1.0

P = 2.0*(1.0-X*X)

Pl = -2.0*X*H

U(I+1l) = ((2.0*P-H2*Q)*U(I)+(P1-P)*U(I-1))/ (P1+P)
END DO

END SUBROUTINE SLL
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Zrozniczkuymy rOwnanie Sturma—Liouville’a dwukrotnie
pu(4) 4+ zp/u(B) — ¢ _ Sp//u// _p(?))u/ _p/u(3) o q//u i QC]/U/ o qu//
Jednokrotne r6zniczkowanie daje

1
S) . —(S/ _ p//u/ _ 2p’u" . q/u _ qu’)
p

Ul

Stad

Cnt1Untl T Cpo1Upn—1 = Cply, 1 dn - O(h6>
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OVATS

Cn—l—l

! \2
24p,, + 12hp!. + 2Rh*q, + 6R*p! — 4h* 1L (Px) + h3pl®

Pn
/
1203, — BPg, — h?’piip”
Pn Pn
2 2 (p/) 2. I 4 /p 4 1
48p, — 20h*q,, — 8h"—— + 12h°p, + 2h*q,— — 2h~q,,
Pn Pn

/I \2
2p, — 12hp), + 2h2q, + 6h2pl! — 4p2 L) _ 3,0

Dn

—2h3 _|_ h3qnpn hSp//pn
Dn Dn

24h?s, 4 2his! — ohis. En P
" D
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Algorytm Numerowa

u' 4 q(x)u = s(x)

Ze wzoru tréjpunktowego mamy

Z. drugiej strony
u = L (s(2) - qlayule))
V= .

L Sn+l1 — 2Sn + Sp—1 Qn+1Un+1 — QQnun + Gn—1Un—1 2
— . - - + O(R?)
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Stad

Cnt1Upt1 T Cp1Upn—1 = Cplp + dn =+ O(h6)

OVATS
h2
Cn+1 — 1+ EQn—i—l
5)
n % — _h2 n
C 6 q
h2
1 = 1+ —qg,_
Cr—1 + 12@1 1
h2
dn — _(Sn—l—l + 10s,, + Sn—l)

12
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SUBROUTINE NUMEROV (N,H,Q,S,U)
IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT (IN) :: N

INTEGER :: T

DOUBLE PRECISION, INTENT (IN) :: H

DOUBLE PRECISION :: G,CO0,C1,C2,D,UTMP

DOUBLE PRECISION, INTENT (IN), DIMENSION (N) :: Q,5
DOUBLE PRECISION, INTENT (INOUT), DIMENSION (N) :: U

G = H*H/12.0

DO I = 2, N-1
CO = 1.0+G*Q(I-1)
Cl = 2.0-10.0*G*Q(I)
C2 = 1.0+G*Q(I+1)

D = G*(S(I+1)+S(I-1)+10.0*S(I))
UTMP = C1*U(I)-CO*U(I-1)+D
U(I+1) = UTMP/C2

END DO

END SUBROUTINE NUMEROV
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Jednowymiarowe rownanie Schrodingera

1 d*(x)
2 dg?

+Vix)y(r) = Ey(z)

V(x) - pewien (znany) potencjat
FE/ - szukana wartoS¢ wiasna

Y(x) - szukana funkcja wiasna
Zachodzi

" (z) + 2[E = V(z)]p(z) = 0

= do catkowania rOwnanie Schrodingera mozemy uzyc¢

algorytmu Numerowa
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Szukamy stanow zwigzanych

= funkcja falowa powinna spetniaC warunek
| l|im Y(x) =0

Wady prostej metody strzatow:

* calkowanie w kierunku wyktadniczego spadku funkcji

falowej moze prowadzi¢ do wzrostu btedu obliczen
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Modyfikacja metody strzatow
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Warunek ciaglosci dla obu rozwigzan

vi(z,) = Pr(zr)

i(zr) = Yp(zr)
czyl

EORALS

vi(z) ()

Korzystajac ze wzoru trojpunktowego otrzymamy

[wl(xr T h) B wl(xr I h)] B [wr(xr T h) B %(ﬂfr I h)]

FiE) = 2 (1)
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Zarys postgpowania:

1)

(i1)

(iii)

wybieramy obszar catkowania tak, aby wplyw wyboru

granic byt zaniedbywalny

podajemy rozsadng wartoSC startowa dla wartoSci wiasne;
E

wyznaczamy funkcje v;(x), catkujac réwnanie od lewe]
strony do punktu x, + h, oraz funkcje¢ ¢, (x), catkujac od
prawej strony do punktu x,, — h. Wybieramy zero jako
pierwsza warto$¢ funkcji ¢;(z) 1 v, (x) (warunki
brzegowe), oraz pewng niewielka liczbe jako wartos¢ tych

funkcji dla drugiego punktu catkowania
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(1v) aby dopasowac do siebie rozwigzania, jedno nalezy
przeskalowac, np.:

Yr(2r)
Yi(zr)

vi(z) — ()

(v) wyznaczamy F'(F)

(vi) stosujemy jedna z metod poszukiwania pierwiastka, aby
znalez¢ warto$¢ wlasna z rownania F'(E) = 0 z wymagana

doktadnoscia
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Przyklad Wartosci 1 funkcje wlasne oscylatora harmonicznego
(m=h=w=1)

Ly L L Lg Ly
0,5000000 | 1,5000000 | 2,5000000 | 3,5000000 | 4,4999999
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