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Hiperboliczne rownania rozniczkowe czastkowe
1. Rozwigzanie analityczne
Zagadnienie poczatkowe zachowujace strumien
Dyskretyzacja
Dyfuzja 1 dyspersja

5=

Metody drugiego rzgdu w czasie
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Dobrze postawione zagadnienie hiperboliczne

warunki brzegowe

/

v
warunek poczatkowy (dla U1 U’)
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Prototypowe rownanie hiperboliczne

Rownanie falowe
82_[] — V2(92_U
Ot? Ox?

gdzie V to predkosC rozchodzenia si¢ fali
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Rozwiazanie analityczne

Szukamy rozwigzania trOjwymiarowego rownania falowego dla

t>0
PU  PU  RU 10U

022 T or 02 V2 om

W obszarze
NA={0<zx<a, 0<z<b 0<2z<c}

z warunkiem poczatkowym

U(x,y,z,0)
o
ot |,_g

Uy >0, (z,y,2) € Q2

=
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oraz warunkami brzegowymi

UO0,y,2,t) =Ula,y,2,t) =0, 0O0<y<b 0<z<c, t>0
U(x,0,2,t) =U(x,b,2,t) =0, 0O0<zx<a, 0<z<c t>0
U(x,y,0,t) =U(x,y,c,t) =0, O0<z<a O0<y<b t>0

Poszukujemy rozwigzania w postaci

- t) — Xk(f)ym(y)zn(z)Tkmn(t)

XI/{:/ Y// Z// 1 T]é/
. _m _n _ mn
Xe Y, Z, V2T
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Uwmn J€St rozwigzaniem naszego zagadnienia, jesl

X]Z Y// Z// T//
Tk —K2, m _Mgw “n _ _]\/'TZL7 kmn __ _VZ)\an
Xk & Ym Zn Tkmn "
OVATS
Otrzymujemy

X];/—I—Klsz:O — Xk(.f):AkCOSKkSE—I—BkSiHKkSE

Y+ M2Y,, =0 = Y,(y) = C,, cos M,y + D,,sin M,y
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Z!'+ N*Z,=0 = Z,(2)=E,cosNyz+ F,sin N,z

/ 4 )\2 VQTkmn — 0

kmn kmn

= Thmn(t) = Grmn €08 Agmn Vt + Himn S0 Agn Vit
Z. warunkow brzegowych wynika
k
A, =0, K="
a
Cm — 07 My, = m—

E,=0, N,=-_
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Warunek poczatkowy dla pochodnej prowadzi do
H kmn — 0
Wprowadzajac oznaczenie Ly, = By D, F,Grmny, mamy

U(z,y,z,t) =

(O CIENG OGO

T mny . NTZ
S S S Lin sm —— sin SIN —— COS Ay VT

b C
klmlnl

przy czym

k2 m?2 n?
)\kmn:ﬂ- _‘|_b_2‘|__
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Z. warunku poczatkowego dla funkcji

oo o oo

UO—YYYLkmnsm—xsmmbysinw

C
k=1 m=1 n=1

otrzymamy
a rb pc .
I Uy fo fo fo drdydz sin ’”T—x sin =+ sin *7=
kmn —
2 k7ra: 2 mmy 2 nrz
IS fo [ dedydzsin® 552 gin® T gin? 212
64U,

w2k —1)2m —1)(2n — 1)
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Zagadnienia poczatkowe zachowujace strumien

Rozwazmy jeszcze raz uproszczone rOwnanie falowe

82_U :V282_U
Ot? Ox?
Niech
oU
A—— V%
U
s =

ot
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Rownanie falowe mozna teraz zapisaC w postaci dwoch roOwnan

lintowych pierwszego rzedu

or 0s
a = Vs
0s or
a = Vos

Wprowadzajac oznaczenie 1) = (r, s), otrzymamy

oY OF(y)
ot ox
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Dyskretyzacja
Rownanie adwekceji
oU oU

o~ Vor

Dyskretna reprezentacja poszukiwanej funkcji

Uz,t) — U = Ul(xj, ty,)

ro+ jAzx, 7=0,1,...,J
t, = to+nAt, n=0,1,... N

3
S,
]
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FTCS

Pochodng po czasie zastgpujemy wzorem Eulera

oU

grtt —pr
_
ot

J
o

J,n
natomiast pochodng przestrzenng roznicg centralng

n __ JIn
fa = U

ou j—1 2
JA
AL + O(Ax?)

ox

7,n
Otrzymujemy

n—+1 n n n
A v i~ Uil

JAN YA
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U’I’L

VZAx

mn mn
j+1 Uj—l)
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Rozwazmy pojedyncza sktadowa Fouriera postaci

U]n _ )\nezkz]Aaz

Otrzymamy

At
Uit = MR)UF, A(k) =1 — iV sinkAx

Wspotczynnik wzmocnienia dla wszystkich & spetnia warunek

A 2
Ak =1+ (Z—;) sin? kAz > 1

= schemat jest zawsze niestabilny!
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Metoda Laxa

Zastapmy wartos¢ U* w schemacie FTCS przez jej wartos¢

Srednia

Uy (U "+ U

J

Otrzymamy schemat Laxa

Uit = §(U+1+U 1) — V%(jﬂ_ 1)
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Analiza von Neumanna prowadzi do

VAL
Ak) = coskAx — i N

Warunek stabilnosci Couranta—Friedrichsa—Lewy’ego

V|At
Ax

sin kAx

MK <1=

<1
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a) stabilna b) niestabilna
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Metoda Laxa dla ukladow rownan

o, r 9, Vs
ot \ ¢ or \ vy

Metoda Laxa ma postac

VAt

n 1 n n n n
Sj“ 9 (3j+1 + Sj—l) T IAT ("'”j+1 ~ 7“3‘—1)
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Rozwazmy sktadowaq Fouriera postaci

0
_ )\nez’ija: i

SO

<. 3 u@

Podstawiajac do schematu Laxa 1 dzielac przez \", otrzymamy

(coskAz) — X ¥ sin kAx r0 0
Y2l sinkAz  (coskAx) — X s 0

Rozwiazanie tego roOwnania istnieje, gdy wyznacznik macierzy

rOwnania wynosi zero, tzn.

VAt

Ao sin kAx

A =coskAx +1
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Warunek stabilnosci wymaga, aby

VAt _

AM<1T = 1
Pl = JAY,
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Dyfuzja

Dlaczego metoda Laxa jest stabilna?

Zapiszmy schemat Laxa dla rOwnania adwekcji w postaci

n—+1 n n n n n
Ui - U :—V< j+1_Uj1>+1< 1~ 2U7 + UG )

At 2Ax 2 At

To nic innego, jak reprezentacja FTCS rOwnania

oU U Aa: s
= Vot oV V= o

= dodaliSmy dyssypatywny wyraz do rOwnania wyjSciowego
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Dyspersja

JAN
2an

Rozwazamy sktadowa Fouriera postaci

n 1 n n n n
Ui+ = 5 (Ui +Uf) =V Ur — Ufta)
Ulz,t) = UelWi=ka)
Zwiazek dyspersyjny rownania adwekcji
w = Vk

Zwiazek dyspersyjny metody Laxa

VAL

e = cos(kAx) — . isin(kAx)

Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.25/40



Niech

w = +16
Wowczas
JAN
tan(QAL) = VA—m tan(kAz)

VAt

e~204t  — COSQ(/cAa:)+<A—:Ij

)2 sin®(kAzx)
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W specjalnym przypadku

VAt_l

Azr
mamy

O = 0

) = Vk

= zwiazki dyspersyjne rownania rozniczkowego 1 schematu

roznicowego zgodne
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Metody drugiego rzedu w At
Do tej pory omawialiSmy metody, ktore byly
* drugiego rzgdu w Az
* pierwszego rzegdu w At

= aby uzyska¢ zadowalajacq doktadnos¢, At duzo mniejsze,

niz wymaga tego warunek stabilnosci
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Metoda punktu Srodkowego

Najprostszy schemat drugiego rzedu w czasie (ang. staggered
leapfrog)

Uy — Uyt = S (B — FL)

= do wyliczenia U™*! potrzebujemy U™ i U™}
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Rownanie adwekceji

oU oU

A Y

ot Ox
Schemat ma postac

A
n—+1 O n n
U™ = U7 = =V (U — ULy
Analiza stabilnosci prowadzi do
AV
W=l = —275)\V sin kAx

Az
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VAL | VAL °
A= —1 A sin kAx + \/1 — ( A smkAx)

Jezel

VAt < Az

czynnik pod pierwiastkiem jest dodatni 1

Al =1

dla wszystkich £
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Dla bardziej skomplikowanych rownan (nieliniowych) metoda
punktu Srodkowego moze by¢ niestabilna. NiestabilnosS¢ tgq

Jleczy” sig, wprowadzajac maty czton dyfuzyjny

a (Ut —2U07 +U,), |of <1
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Dwustopniowy schemat Laxa—Wendroffa

Okreslamy warto$ci pomocnicze U™11/2, obliczone metoda Laxa
dla potowkowego kroku czasowego t,,11/2 1 potowkowego kroku

siatki ;11 /9

JAN
2Ax (

Wyliczamy strumienie w posrednich punktach przestrzeni i1 czasu

n+1/2 n+1/2
Fj—|—1/2 = I (Uj—|—1/2 )

F', —F"

U"fl+1/2 _ (U o 4+ Un) L : )

j+1/2

Nastepnie stosujemy metode punktu Srodkowego

AN
Uj Uy Aaz (Fj+1/2 i Fj—1/2 )

Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.33/40



Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.34/40



Dla rOwnania adwekcji mamy

urtt =up
1 n mn n mn 1 n n n n
—a |z (Ui +UF) = 5 (U = UF) = 5 (UF +UjLy) + 5 (U = Ujy)
VAt
—
Ax

Analiza von Neumanna daje
A =1—iasin kAz — o*(1 — cos kAx)

czyl
A =1—a*(1 — a?)(1 — cos kAx)?.
Schemat bedzie stabilny, jesli |A|* < 1, co ponownie prowadzi do

warunku Couranta—Friedrichsa—Lewy’ego
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Przyklad

Rownanie adwekceji
o _ v
ot Oz

z periodycznymi warunkami brzegowymi oraz z warunkiem

poczatkowym
Up(z) = U(z,0) = e /%) cos ka

Mozna sprawdzi¢, ze jesli U(x,0) = f(x), to rozwiazanie

rOwnania ma postac

= poczatkowy ksztatt funkcji U(z,t) zostaje zachowany w
czasie
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Przykiad: metoda FTCS
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Przyklad: metoda Laxa

Metoda Laxa (dt=0,02)

1
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Przyklad: dyfuzja numeryczna

Metoda Laxa (dt=0,005)
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Przyklad: metoda punktu Srodkowego

Metoda punktu srodkowego
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