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Metoda elementu skonczonego
1. Zagadnienie modelowe

2. Metoda Ritza

3. Metoda elementu skonczonego (FEM)
* Funkcje bazowe
* FEM
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Zagadnienie modelowe

Czastka o masie m w nieskonczonej studni potencjatu

m
h?
{ OD<ax <1
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Rozwigzanie analityczne
W(z) = Asin(Vz) + B cos(V Azx)

Z. warunkow brzegowych wynika

0 1 A :
sin VA cos vV B
Stad
—sinVA=0 = Vi=nm,n=12 ...
oraz

Un(z) = V2sin (nmz)
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Metoda Ritza

Rozwazmy funkcjonat

1 / 4z {0,9(2)0,50 () — Mp(2)5(x))}

0

— 0,u(@)dv ()} - / dz {0%0(x) + Mb(x) } 50 (x)

~ /dx{82 ) + A (z) } 63 ()
0

= rozwigzanie rownania Schrodingera rownowazne jest

minimalizacji funkcjonatu /
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Wybieramy dowolne, ale liniowo niezalezne funkcje

Qbo(ib), ¢1(£C), ¢2($), e

1 przyblizamy poszukiwang funkcj¢ w nastgpujacy sposob:

V(z) = codo(x) + c191(T) + copa(T) + . ..

Niech

¢1(z) = z(l-2)
po(x) = x(1 —x)(1—2x)
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() ~crx(l —x) + cox(l — x)(1 — 22)

Warunek 0/ = 0O (tzn. g—é =01 g—é = () prowadzi do

— L 0 C
15 o
0

Wi

1
— ﬁ)\ )

]\

Stad

A = 10  (rozwiazanie analityczne: 72 ~ 9, 87)

Aoy = 42 (rozwiazanie analityczne: 472 ~ 39, 5)
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Rozwazmy funkcjonaty

/ 1 !
L= | e {0 (@) - Avd(a)  haldi(e) - 1)
0
7/, warunkow
or, oI,
661 N Oj 862 =0

oraz z warunku unormowania

/O A (z) = 1

otrzymujemy
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* dla )\1 =

O———clh | ¢ =30
0=(2 —)es (= =
1_§6+210 ) h =

e dla A\, = 42
0=—(24+2)e, ] =0
0= —5=coh > =y = —1/210
:;‘(1)_'_210 ) h =
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Przykilad

pl : x*(1-x);

p2 : x*(1-x)*(1-2*x);
plot2d ([pl,p2], [x,0,11);
psi : a*pl + b*p2;

—X
—X

temp : diff(psi,x)”2 - lambda*psi”2;
11 : 1ntegrate(diff(temp,a),x,0,1);
12 : 1ntegrate(diff (temp,b),x,0,1);
algsys([11,12], [a,b, lambdal);
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Wlasnos$ci

* metoda Ritza daje dos¢ dobre wyniki, o ile tylko liczba

funkcji ¢;(x) oraz ich postac¢ sa odpowiednio dobrane

* trudno poprawiC uzyskane przyblizenia w systematyczny
SposOb

Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.11/39



Funkcje bazowe

Aproksymacja wielomianowa

U(zx) =a+br+cr® +dz° + ...
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Wiasnosci
* 1m wigkszy stopien wielomianu, tym lepiej przyblizane sg
zadane wartosci
* 1m wigkszy stopien, tym wigksze oscylacje wielomianu

pomigdzy zadanymi punktami

= dzielimy obszar na mniejsze przedzialy (elementy) 1w
kazdym z nich aproksymujemy dane wielomianem niskiego

stopnia
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= pozbyliSmy si¢ oscylacji

= kolejny problem - funkcja aproksymujaca nie jest ciggia na

granicach elementow
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Dla kazdego elementu definiujemy liniowa wariacj¢ migdzy

wartosciami weztowymi wzorem

u(§) = (1 —&§)ur + Suy

¢ € (0,1) to znormalizowana miara dtugosci wzdtuz krzywej

Funkcje bazowe stowarzyszone z parametrami weztowymi w4 1

U9

©1(§) 1-¢
pa(§) = &

= u(§) = @1(§)ur + pa(§)uz
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Macierz ,,potaczenia”

Up = UA(n,e)

A(n, e) — globalny numer lokalnego wezta n elementu e
= 1nterpolacja
u(€) = p1(§)ur + pa(§)us

jest stuszna dla kazdego elementu, o ile tylko uq 1 us
zostang poprawnie zidentyfikowane
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Pierwszy element

u(§) = p1(§ur + 2(§uz, ur =Ty, ug =0
Drugi element

w(&) = p1(§)ur + p2(§uz, ur =Uz, uz ="Us

Trzeci element

u(§) = ©1(§)ur + 2(§uz, up = Us, uy = Uy
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Wartosci wezlowe sa wspolne dla sasiadujacych elementow

= funkcja aproksymujaca jest ciggta
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Wygodnie jest potraktowac funkcje bazowe jako wagi

parametrOw wezlowych. Np.

< <

<

S~ N\ N N

~

~
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dla pierwszego elementu mamy

-
3 1
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1 1
— gt T g™
1 3
- gt
—
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W ten sposéb uzyskaliSmy opis pola u (&), sparametryzowany w
kazdym elemencie. Natomiast rozktad pola wzgledem z zadany
bedzie uktadem rownan

u(€) = D on(Eun
) nl(&)zn

przy czym sumowanie przebiega po wszystkich weztach w ele-

S
—~
As;
~

|

mencie
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Kwadratowe funkcje bazowe

u(§) = p1(§)ur + p2(§)ua + p3(§)us

Wazna wilasnoscig funkcji bazowych stowarzyszonych z
poszczeglOlnymi weztami jest, ze majq one wartoSC 1 dla danego

wezla 1 0 dla pozostatych. Jezeli wigc wezly leza w punktach
£=0,11t0

’ 99

o = 26-1(¢-3)
p2(&) 46(1 =€)

p3(£) 28 (5 — %)
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Funkcje bazowe w 2D

Dwuwymiarowe, biliniowe funkcje bazowe definiujemy na

podstawie 1loczynow funkcji jednowymiarowych:

p1(&1,82) = (1—=&)(1—¢&)
p2(£1,&2) = &i(l— &)
p3(1,&2) = (1—-&6)&
pa(81,82) = &ié

Wowczas

w(&1, &) = ©1(&1, &2)ur +a(&1, E2)uaws (&1, Eo)us +wa(E1, E2)ua

Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.26/39



Metoda elementu skonczonego
Zagadnienie modelowe

* dzielimy przedziat (0, 1) na m elementéw o dtugosci h

kazdy

* Szukang funkcj¢ falowa przyblizamy na [-tym elemencie

liniowymi funkcjami bazowymi (n = 2)

PO = vie(€)
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Rozwazamy funkcjonat

[=35 [ do {0 - 2ie)

Wstawiajac przyblizone wyrazenie na funkcje falowa,

otrzymamy (konwencja sumacyjna po¢1 j)

Z/l " dx¢(l) MEZ)( ) x90§)( ) )\%(l)( ) (l)( )}w(l)

Zamiana zmiennych z x na £ odbywa si¢ wedtug wzoru

d 1d
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Dla wspolczynnikow wezlowych sasiadujacych elementow

mamy
l _
p = @W 1)

n

Stad
7 — Zw(l) { (l) _ g )(z ])} ¢§l)

|

6.0 = o dé“(?gea V(£)0:0 (€)

h
106.5) = 5 / aee () ()

0
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Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze

Wowczas

o_ L[ 1 1) ok
1 2 T o

I’ = —
2h 1 1 ’ 2

S~ Wl
Wl I

= macierze te sg jednakowe dla kazdego elementu 1 nie zalezg
od [
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Funkcjonal mozemy wyrazi¢ wzorem

T
(M (™)
W = \ | e
§2) I§2) - )\152) §2)
wéQ) \ / 52)

\ ) \ )
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Ze wzgledu na warunek

) 5 (1+1)
2 — 71

eliminujemy nadmiarowe wartosci wezlowe wedlug schematu
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Ostatecznie

I=9¢7(S;—A\Sy)¢

e 1 1 2 3 4
RIS CIURVUNVCRUER

[ 1 - )
-1 2 -1

S1= - -1 2 -1

-1 2

\ SERY
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———
Wl
o)) o
-

12 1
6 3 6
Sg—ﬁ 1 2 1
9 6 3 6

1 2 1

6 3 6

\ 53

6 3

Warunek 0/ = 0 prowadzi do zagadnienia na wartoSci wlasne

(S51S) — M) ¢ =0
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Poniewaz funkcja falowa znika na granicach studni potencjatu

(bO studnia jest nieskoﬁczona), Wi@C
J
1 2 3 ’

Wowczas

——
WINd
D)=
-
-

[ 2 -1 0)

1
S;=—1 -1 2 -1 |, S§9=

\ 0 -1 2/ \O

DO
=
wWino
[op) o)

o] )
wWiNd
\

(8597185 — ] 7€ = 0
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Crash-testy
° 1995 - 15000 elementow
* 1998 - 82000 elementow
* 2000 - 160000 elementow

(http://www.es1-group.com)
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Akustyka

(http://www.apex-technologies.fr)
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Analiza strukturalna

(http://www.simtop.fgh.de/cgi-bin/rmcat?1000hz01)
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