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Rownania calkowe - wstep
1. Klasyfikacja rownan catkowych
2. Rownania catkowe w fizyce
3. Metoda kolejnych przyblizen
4

Zwiazek z rOwnaniami rO0zniczkowymi zwyczajnymi

Literatura uzupelniajaca:

Adam Piskorek, ,,R6wnania catkowe”
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WiadomosSci wstepne

Definicja Rownanie nazywa si¢ calkowym, jezeli zawiera ono
funkcje niewiadoma pod znakiem calki. Funkcja nazywa si¢
rozwigzaniem rOwnania calkowego, jezeli staje si¢ ono
tozsamoscig po podstawieniu tej funkcji w miejsce funkcji
niewiadome;.

Obszary zastosowan:
* rOwnania rozniczkowe zwyczajne
* eliptyczne 1 paraboliczne zagadnienia brzegowe
* geometria rozniczkowa
* hydrodynamika, teoria sprezystosci

* zagadnienia wielu ciat
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Prototypowe rownania catkowe

1782r: P.S. Laplace

g(az):/ooo et f(t)dt, k(x):/ooot“h(t)dt

1811r: J. B. Fourier przedstawit rozwiazanie rownania

o

g(x) = (2m) 112 / & f(y)dy

— o0

w postaci

f(x) = (2m) /2 / e g(y)dy
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1823r: N. H. Abel otrzymal rOwnanie catkowe

g(x) = /: T {(§;1ady’ O<a<l, gla)=0

1 wyznaczyt jego rozwigzanie w postaci

() = sin T /w ( q(y) o

T r—y)l-@
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Klasyfikacja liniowych réwnan catkowych

* rownania Fredholma pierwszego rodzaju

/QK@wﬁ@Myzm@

* rownania Fredholma drugiego rodzaju

F@) =2 [ K iy = gl
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* rOwnania Volterry pierwszego rodzaju

[ Kwaiway = o)

* rOwnania Volterry drugiego rodzaju

1@) - [ K iy = g(o)

Funkcj¢ K (x,y) nazywamy jadrem rownania
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Rownanie catkowe Fredholma

/ K@wﬁ@My:ﬂ@

Rownaniu temu odpowiada nastgpujace rOwnanie macierzowe w

skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowe;j:
Kf=g

Jego rozwigzanie ma postac

—

f=K"g

i jest jednoznaczne, o ile tylko ¢ # 0 1 K jest macierza

nieosobliwa
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Rownanie Fredholma drugiego rzedu

Flr) — A / K (2,9)f (4y)dy = g(2)

jest analogiem zagadnienia wlasnego w skonczonej liczbie
wymiarow
(K-ol)f =g

oc=1/\ §=—g/\
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Alternatywa Fredholma

o g — O
jesli jadro K (x,y) jest ograniczone, rOwnanie ma

rozwigzanie dla nieskonczonego zbioru wartosci wlasnych
A=A\, n=1,2,3,...

* 970
rOwnanie jest rozwigzywalne z wyjatkiem sytuacji, kiedy A

(o) jest wartoscig wiasng
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Uwarunkowanie rownan Fredholma

° rOwnania pierwszego rodzaju na ogot zle uwarunkowane

* rOwnania drugiego rodzaju duzo rzadziej zle

uwarunkowane

Rownanie drugiego rodzaju mozna przedstawi¢ w postaci

/ K(z,y) — 08(x — y)|f (y)dy = —og(z)

= dla odpowiednio duzych ¢ = 1/ réwnanie jest diagonalnie

dominujace 1 dlatego dobrze uwarunkowane
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Roéwnania calkowe Volterry

Rownania Volterry sa szczegdlnym przypadkiem rOwnan
Fredholma dla

K(z,y) =0, y>=x

Rownanie pierwszego rodzaju

[ Kwaiway = o)

odpowiada rOwnaniu macierzowemu

k
Z Kijli = 9r
j=1
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= macierz K jest macierzg trojkatna dolng
= uktad rozwiazuje si¢ bardzo prosto

= ,,podobnie” prosto rozwigzuje si¢ rOwnanie catkowe Volterry

* rOwnanie Volterry pierwszego rodzaju nie jest na ogot zle

uwarunkowane!

Metody numeryczne II (C) 2004 Janusz Szwabinski — p.13/44



Rownanie Volterry drugiego rodzaju odpowiada rownaniu

macierzowemu

—

(K-D)f =g

gdzie K jest macierzg trojkatng dolng
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Rozwazmy rownanie

[ Kwiway = o)

Zaktadamy, ze jadro K (z,y) nie znika w zadnym punkcie na

przekatnej y = x, tzn.
K(z,z) #0, a<x<b

Przyjmujemy ponadto, ze pochodne ¢', K, (z,y) i K,(x,y)
istniejq 1 sg ciagte
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Wowczas
K (2,2)f(z) + / K2, 9)f (9)dy = ¢ (2)

= otrzymaliSmy roOwnanie Volterry drugiego rodzaju postaci

fa)+ [ e sy =
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Inny sposob:
Niech

F(x) = / ' f(y)dy

Po scalkowaniu przez czgSci rOwnania Volterry pierwszego

rodzaju otrzymujemy

K(z,y)F(y)ls=e — [ Ky(z,y)F(y)dy = g()

co po pewnych przeksztatceniach daje

*Ky(r,y) ~ g(x)
F(x) - / el E )y = 2
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Nieliniowe rownania catkowe

* w rOwnaniach pierwszego rodzaju (Fredholma 1 Volterry)
wyrazenie podcatkowe zamiast K (z, y) f(y) miatoby

postac
K(z,y, f(y))

* w rownaniach drugiego rzedu wyrazenie podcatkowe

byloby postaci
K(z,y, f(z), f(y))

* rownania catkowe Fredholma sg duzo trudniejsze do

rozwigzania niz ich liniowe odpowiedniki

* rownania nieliniowe Volterry wymagaja zwykle tylko
niewielkich modyfikacji algorytmow rozwinigtych do

rozwigzania rownan liniowych
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Uklady rownan catkowych

Uktad m rownan liniowych catkowych Fredholma o m

funkcjach niewiadomych mozna przedstawi¢ w postaci

mo b
fi(z) — Z/ Ki(z,y) fily)dy = ge(z), k=1,2,...,m
=174

Podobnie, uktad m réwnan catkowych Volterry ma postac

AOES / Kz, ) fily)dy = gi(a), k=1,2.....m
=1 Y@
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Okreslamy w przedziale (a, mb — (m — 1)a) funkcje

9(x) = gi(@—(k—1)(b—a))
fle) = felz —(k=1)(b—a))

przy czym
(k—1)b—(k—2a<z<kb—(k—1a

k=1,2,....m
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Podobnie, w kwadracie

a< x <mb—(m-—1)a

a< y <mb—(m-—1)a
okreslamy jadro K (x,y)
K(z,y) = Ku(r — (k= 1)(b —a),y = (I = 1)(b - a))
dla

(k—1b—(k—2)a< = <kb—(k—1)a
I—1b—(I1l—-2)a< y <lb—(—1)a
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Wowczas uktad rownan rOwnowazny jest rOwnaniu

(=1
fla) / K (2,y)f(4)dy = g(z)

na przedziale rozszerzonym (a, mb — (m — 1)a)
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Przyklady rownan catkowych w fizyce

Thumiony oscylator harmoniczny

Rdéwnanie ruchu

d?z dx
@ -+ 2’75 + w%:z: =\

z warunkiem poczatkowym
z(0) = xo, 2'(0) =0
mozna przedstawiC w postaci rOwnania catkowego

2

t
Y7 sin wot — 27/ dt’ coswy(t — t')x(t")
0

x(t) = x coswot +
Wo
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Rownanie Schrodingera

R d%(x)

2m  dz?

+V(x)y(r) = E¢(z)

z E > 0 oraz potencjatem V' (x), ktéry znika na zewnatrz

przedziatu |[—a /2, a/2|, mozna przedstawic¢ jako

_ tkx ﬂ —ikx e ! ikx' / /
i(x) = e € daz'e"™™ V (x ) hg ()

h*k —a/2
_ . 0/ -
: 111N 1
wg (CC) _ ezkw 1 — ﬂ / dx/e—zkw v(x/)w2 (ZU/)
—a/2

. ' L [Y2 ,
¢2($) _ ezka: . ﬂe—zka:/ dz'e ik|x—x \V( )¢2(x/)
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Rownanie Dysona w fizyce wielu czastek

Transformata Fouriera jednoczastkowej funkcji Greena,

zdefinilowanej wzorem

Go(q,t —t) = —(TaZ(t)az(t'))

q

spetnia rOwnanie Dysona

G(q) = Golg) + Go(q)X(q)G(q)

Bozonowe ciecze kwantowe

=34 / (§;§4J(q,p)0(p)G(q —p)J(p,q)

= réwnanie catkowe na G(q)
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Metoda kolejnych przyblizen

Rozwazmy liniowe rownanie catkowe Fredholma drugiego

rodzaju
b
F@)=A [ K@)l @)y = g(o)
ktorego jadro jest ograniczone 1 ciggte w kwadracie
D={(z,y):a<xz<b a<y<b}

z wyjatkiem y = x
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Rownanie calkowe mozna przepisaC w postaci

f=9+Kf
gdzie operator K zdefiniowany jest wzorem
b
Kf= / K(z,y)f(y)dy

Operator K jest liniowy
b
K(fi+ f2) = / K(z,y)[f1(y) + f2(y)|dy

b b
— /K(x,y)fﬂy)dy%—/ K(z,y)f2(y)dy
= Kfhi+Kfs
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= f 1 g mozemy traktowac jako elementy pewnej przestrzeni

wektorowej V, ktorg operator A odwzorowuje w siebie

Zachodzi
Z-K)f=y
= rOwnanie jest formalnie rozwigzane, jezeli potrafimy
obliczyé (Z — K) ™', poniewaz (jesli operator odwrotny jest

dobrze okreslony)

f=T-K)yg
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Najbardziej pomysSlng sytuacja bytoby, gdyby operator K byl w
jakims sensie ,,matym” operatorem, tak ze

Z-K)'=IT+K+K*+...

Jesli prawa strona powyzszego rOwnania ,,zbiega” si¢, to suma
szeregu jest odwrotnoscia (Z — K'), poniewaz

I-KI+K+K*+..)=T+K+K*+..)T—-K)=1I
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Szereg Neumanna
f=g+Kg+Kg+...
Szereg ten odpowiada ciggowi kolejnych przyblizen (z fo = 0):

filz) = g(x)+ K fo(x) = g(x)
folx) = g(z)+ K fi(z) = g(z) + Kg(x)

fal@) = 9(z) + Kfo1=g(z) + Kg(z) +... + K" g(z)
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Lemat 1 Jezeli funkcja g jest catkowalna w przedziale {(a,b) i
szereg Neumanna jest jednostajnie zbiezny w tym przedziale, to

jego suma f stanowi rozwiqzanie rownania catkowego

J=9+KJ,

przy czym rozwiqzanie to jest funkcjq catkowalng w tym
przedziale.

Dowod Na mocy zalozonej zbieznoSci jednostajnej szeregu i

twierdzeniu o catkowaniu wyraz po wyrazie, otrzymujemy

Kf=K(g+Kg+K*qg+..)=Kg+K?g+...=f—q |
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Szereg Neumanna jest zbiezny jednostajnie, jesh

1
b— a

K= max [K(z,y)|<
a<x<b
a<y<b

poniewaz wtedy, poczynajac od drugiego wyrazu, mozna
zmajoryzowac szereg Neumanna zbieznym szeregiem

liczbowym
AK|+A|K)(b—a)+A|K]P(b—a)*+.. . +A|K|"(b—a)" ' +. ..
OVATS

A= | '9(2)lda
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Whniosek 1 Warunkiem wystarczajqcym jednostajnej zbieznosci

Neumanna jest nierownosc¢

1
b—a

K| <

Whniosek 2 Jezeli funkcja jest g catkowalna w przedziale {a, b) i
zachodzi powyzsza nierownosc, to szereg Neumanna jest zbiezny
jednostajnie w przedziale (a,b), a jego suma jest rozwiqzaniem
liniowego rownania catkowego Fredholma, przy czym

rozwiqzanie to jest funkcjq catkowalng w tym przedziale.
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Twierdzenie 1 Jezeli funkcja g jest catkowalna w przedziale

(a,b) i zachodzi nierownos¢

1

K| <
‘ | b—a,j

to istnieje jedno i tylko jedno catkowalne w tym przedziale
rozwiqzanie rownania catkowego Fredholma, ktore jest sumaq

jednostajnie zbieznego szeregu Neumanna.
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Dowod Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazaé
jednoznacznoSC rozwigzania, poniewaz jego istnienie
wykazaliSmy juz w dowodzie lematu. Zatdézmy, ze istniejg dwa
rOzne rozwigzania: f 1 f . Ich r6znica,

p=f—=1
spetnia rownanie jednorodne o tym samym jadrze, co rOwnanie
wyjsciowe,

p(z) = Kp(z)

Zatem

max [p(z)| < |[K|(b—a) max |p(z)]

a<x<b a<x<b
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Dowod (ciag dalszy)
€160%0)Y

p(z) # 0
to z powyzszej nierOwnosci otrzymalibySmy

1< |K|(b—a)

CO jest sprzeczne z nierOwnoscig

1
K| <
Kl<— 1
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Twierdzenie 2 Jezeli jqdro liniowego rownania Volterry

drugiego rodzaju jest ciqgte i ograniczone w trojkqcie
T={(x,y) :a<y<z<b}

a dana funkcja g jest catkowalna w przedziale (a,b), to istnieje
jedno i tylko jedno catkowalne w tym przedziale rozwiqzanie tego
rownanie. Mozna je przedstawi¢ w postaci jednostajnie

zbieinego szeregu Neumanna.
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Zwiazek z rownaniami rozniczkowymi zwyczajnymi
Rozwazmy rOwnanie rézniczkowe zwyczajne

d? d
Clo($>d—;; -+ &1($)£ + CZQ(Z‘)U, =0
z warunkami poczatkowymi

u(a) = ¢, u'(a)=c

Zaktadamy przy tym, ze wspolczynniki rOwnania sg ciagte.
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L L R L T

da:2 dx dx? dx
r(x) = 1—ag(z)
p(x) —s(r) = ai(z)
g(z) —t(x) = ax(2)

= dowolne funkcje ciagte p(x) i ¢(x) dobieramy tak, aby
mozna bylo tatwo znalez¢ dwa liniowo niezalezne
rozwiazania rownania
d?u du
Ep) ‘HU(Q?)@ +q(z)u =0
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Niech uq(x) i us(z) beda takimi rozwiazaniami

W(x) = det ! ! # 0

uy () us(w)

=

Szukamy rozwigzania postaci

u(x) = A(x)uy(x) + B(x)us(x)
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Otrzymujemy

A'(x)ur(z) + B'(x)uz(x) =0



Stad

A(2) = —[A@)F(2) + Ba)Fa(a)lus(e)
B(a) = [Al)Fi(2) + Ble)Fy(a)ur(x)
1
B = awe

Calkujac obustronnie powyzsze wyrazenia otrzymamy uktad

r(w)ug (x) + s(@)uj(x) + t(w)u; (z)]

rOwnan catkowych

Ax) = Ala) - / " dy[AW)FL(y) + Bly) Fa(y)lus(y)

B(x) = B(a)+ / " dY[AW)FL(y) + By) o)l ()
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Z. warunkow poczatkowych wynika

A(a)ui(a) + B(a)us(a) = ¢
A(a)uy (a) + B(a)us(a) = ¢

Niech
f(z) = A(z) Fi(z) + B(z)Fa(z)

Mnozac réwnania catkowe odpowiednio przez F(x) i Fa(x) i

dodajac stronami, otrzymamy

@~ | CdyK (2, 9)f(y) = A@)Fi(z) + Bla) Fa(x)
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ui(y) uz(y)

K(x,y) = det
(:9) Fi(x) Fy(x)

= rownanie rozniczkowe zwyczajne zastgpiliSmy rOwnaniem

catkowym Volterry
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