Rozdzial 6
CALKI W WIELU WYMIARACH

6.1 Calki podwojne

Rozwazmy prostokat P = (a,b) x (e,d) C IR* i jego podzial na mniejsze prostokaty
zadany przez punkty
a=apg< a1 <a; < ...<ap,=b, c=cp<cp << ...<c=d.
Owe mniejsze prostokaty zapiszemy
Py = {a;_1.a;) x {¢j-1,¢1).
Oznaczmy
Ax;=a; —a;—1, Ayy=c — -1 dlawszech j,l€{1,2,.., k}.

Przypomnijmy pojecie z Rozdzialu 3: érednica podziatu przedziatu (a,b) nazywamy
max; Az;, podobnie érednica podziatu przedziatu (¢, d) nazywamy max; Ay;. Uméwmy
sie, ze oba podzialy maja te sama Srednice sg.
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e - dy
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X

Rysunek 6.1

Rozwazmy ciagla i ograniczona funkcje f: P — IR. Jej wykresem jest powierzchnia
lezaca nad prostokatem P, zob. Rys. 6.1. Ta powierzchnia, prostokat P, cztery ptaszczyzny
r=a,x =0,y =ciy = dtworza brzeg obszaru ) w przestrzeni. Teraz zajmiemy sie
wyliczeniem objetosci tego obszaru. Niech r;; bedzie dowolnym punktem Pj;. Okreslamy

k
Vi = > f(rj)Az; Ay (6.1)

=1
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170 ROZDZIAL 6. CALKIW WIELU WYMIARACH

Sumuje sie tutaj iloczyny pola powierzchni matych prostokatow P;; pomnozone przez
wartosci funkeji w dowolnych ich punktach, czyli sumuje sie objetosci graniastostupow
o wysokosci f(r;;). Granica tej sumy przy srednicy podzialéw dazacej do zera jest wiec
objetoscia obszaru miedzy dziedzina a wykresem funkeji. Jesli klim s = 01 jesli clag {Vi}
jest zbiezny do granicy V przy k& — oo, a granica V = lim V} nie zalezy od wyboru

k—o0

punktéw r;, to méwimy, ze funkcja f jest calkowalna w figurze P 1 piszemy
Jim V= [ [ S,y dy = [ f(o.y)ds. (6.2)
P P

Znaleziona objetos¢ V nazywamy calkq podwojng funkeji f nad figura P. Scigle biorac V
jest suma algebraiczna dwoch wyrazen: dodatniego dla tej czesci dziedziny, gdzie funkcja
ma wartos¢ dodatnia, oraz ujemnego, gdzie funkcja jest ujemna. Catka podwdjna (6.2)
jest odpowiednikiem calki oznaczonej dla funkcyj jednej zmiennej. Dla dwéch zmiennych
nie znamy odpowiednika catki nieoznaczonej.

Podzbiér lineatu IR™ nazywamy spajnym, jesli dowolne jego dwa punkty mozna po-
taczy¢ krzywa ciagta w calodci zawarta w tym podzbiorze. Niech A C ITR"; funkcje
f: A — IR nazywamy kawaltkami ciqglq, jesli jej dziedzine A mozna podzieli¢ na skon-
czenie wiele rozlacznych podzbioréw spdjnych A;, (tzn. A =L, A; oraz A;NA; =0 dla
i # j) takich, ze funkcja f jest ciagta na kazdym podzbiorze A;.

Twierdzenie 1. Funkcja kawatkami ciagta na prostokacie P jest catkowalna.

Dowod dla funkcji ciaglej mozna znalez¢ w ksiazce: J.D. Marsden, A.J. Tromba Vector

Calculus, Freeman and Co., New York 1988.

Lemat 1. Catka podwdjna ma wtasnosci:

a) addytywnosc: /[f(l',y) +g(zy))ds = /f(l',y)ds +/g($,y)d8;
P P P
b) jednorodnosé: /cf(:z;,y)ds = c/f(:z;,y)ds dla ¢ € IR;
P P

¢) monotoniczno$é:  jeshi f(x,y) < g(x,y), to /f(:z;,y)ds < /g(:z;,y)ds;
P P

d) addytywnos$¢ dziedzin: jesli P; sa takie, ze P =L, P, oraz P, P; =} dla i # j, to

/f(l’ay)dSZi/f(x,y)ds.

Dowaod. Whasnoéci a) i b) wynikaja z odpowiednich wlasnosci sumy (6.1) oraz wlasnosci
granic:

lim (Ty + Sk) = ]}Lrgo T, + ]}Lrgo Sk, lim (¢Vi) = c]}Lm Vi.

k—o0 k—o00 00
Dla udowodnienia monotonicznosci zauwazmy, ze jesli f(xz,y) > 0, to sumy (6.1) spetniaja
warunek Vi > 0 1ich granica (6.2) tez jest nieujemna. Jesli f(x,y) < g(x,y), to g(z,y) —
f(z,y) > 0, wiec po wykorzystaniu a) i b) mamy

[otepds = [ ey) = [lote.y) = fa.ylds > 0.
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a teraz wystaczy jedna z catek przenies¢ na druga strone.
Dowéd whasnoéci d) jest bardziej techniczny i polega na dobraniu podprzedziatéw
(aj_1,a;), (bi_1,b) tak, zeby pasowaly do prostokatow P; w kazdym podziale. W

Teraz poznamy zasade Cavalierego dla obliczania calek podwdjnych. [Francesco Bo-
naventura Cavalieri (1598-1647) — matematyk wloski, uczen Galileusza. Jego badania o
polach powierzchni i objetosciach potozyty podwaliny pod rachunek catkowy.] Rozwazmy
bryte pod wykresem z = f(x,y) nad prostokatem P, gdy funkcja f jest ciagta i dodatnia.
Wtedy mozna rozwazac dwa typy powierzchni: jedne otrzymane przez przekroje bryty
ptaszczyznami y = yo prostopadtymi do osi Y oraz inne okreslone przez przekroje ptasz-
czynami x = x prostopadtymi do osi X. Przekrdj pierwszego typu jest obszarem plaskim
pod wykresem funkcji z = f(x,90), zob. Rys. 6.2. Po ustaleniu y = y, mamy funkcje
jednej zmiennej @ — f(x,10), ktéra jest ciagta na przedziale (a,b). Wobec tego pole po-
wierzchni tego przekroju zalezne od yq jest réwne calce oznaczonej A(yq) = ff flx,yo)da.
Otrzymujemy funkcje, ktéra kazdemu yo € (¢, d) przypisuje pole powierzchni przekroju
przechodzacego przez yo. Mnozac takie pole powierzchni przez grubos¢ Ay pewnej war-
stwy otrzymujemy objetosé A(yo)Ay takiej warstwy. Sumowanie tych objetosci przybliza
objetosc catej bryly. A granica tych sum przy grubosci warstw dazacej do zera jest catka
IS A(y)dy i zarazem objetoscia calej bryty:

V= /dA(y)dy :/d [/bf(x,y)dx] dy.

Ostatnie wyrazenie w tym wzorze jest znane pod nazwa calki iterowanej z tacinskiego
iterare = powtarza¢. O ile w definicji (6.2) calki podwdjnej widzieliémy objetosé¢ jako
sume objetosci graniastostupéw o polach podstaw Az Ay, to teraz patrzymy na objetosé
jako na sume plasterkéow o grubosciach Ay. Skoro to jest ta sama objetos¢ tej samej bryty,

/f(l',y)dSZ/d[/bf(x,y)dx

P
17 A

to mozemy napisac

dy. (6.3)

c yo/dY

b |
X
Rysunek 6.2 Rysunek 6.3

Jesli zamienimy rolami = z y i wybierzemy przekroje dugiego typu, czyli przekroje
plaszczyznami prostopadtymi do osi X (Rys. 6.3), to otrzymamy

/f(:z:,y)dSZ/b[/df(x,y)dy] dz. (6.4)

Catka iterowana jest jedyna metoda, jaka umiemy wyliczac catki podwodjne.
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PRZYKLAD 1. Niech f(z,y) = 2® +y oraz P = < . 1) x (0,1). Wyliczymy
catke [ [p(2* + y)dzdy. Najpierw skorzystamy z réwnania (6.3):

/(:1;2+y)d3:/1[/1(:1;2+y)d:1;] dy.

P o Lo
W calce w nawiasie kwadratowym traktujemy y jako parametr staty:
1

2
—I—yx] :§—|—2y.

1 43
/(1’2+y)dl‘ = l—
3
1
Teraz catkujemy te funkcje wzgledem y w granicach od 0 do 1:
1
2 2 o2 5
42y dy = |sy+pt =S41=1
!<3+ @ R L P T
Natomiast wedtug wzoru (6.4), czyli

/(:1; —I—yds—/ll/lx —I—ydy]

nalezy zaczac od wyliczenia catki wzgledem y:

r=-1

1 21
/:1; + ) dy—[xy—l— ] =224 —.
0 y=0

Catka tej funkeji wzgledem = daje

/ 2 11 2 5
de= |2 42| =Z241=2
l(x+ )x [3+29‘;1_1 37173

Przekonujemy sie, ze wynik jest ten sam, co przedtem.

Lemat 2. Niech P = (a,b) x (¢,d). Jedli funkcja f: P — IR ma zmienne rozdzielone,
tzn f(x,y) = ¢(x)(y), to calka po prostokacie P rozktada sie na iloczyn dwéch catek:

[ fGayyds = / 6(a) da / ¥(y) dy.

C

Dowdéd. Korzystamy z wzoru (6.3):

]Zf(x,y)dS—/[/qﬁ dx]dy

Dla catkowania wzgledem x wyrazenie ¢ (y) jest stata, wiec zapisujemy ja przed srodkowa,

catka ) b
/f(xay)ds = /@/)(y) [/ ¢(x)dx] d
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Catka w nawiasie kwadratowym jest liczba, czyli stata, wiec mozna ja wyciagna¢ przed

[ fayyds = [ / ¢<x>dx] / vly)dy,

a to jest wzor, ktéry nalezalo udowodni¢c. W

catke wzgledem y:

Powinnismy okresli¢ catke podwojna dla obszaréw ogdlniejszych niz prostokaty. W tym
celu zdefiniujemy trzy typy podzbiorow plaszczyzny, a potem rozszerzymy na nie pojecie
catki podwojnej.

Niech beda dane dwie ciagle funkcje jednej zmiennej o wartosciach rzeczywistych:
b1, 02 ¢ (a,b) — IR takie, ze ¢1(x) < ¢o(x) dla wszystkich @ € (a,b). Niech D bedzie
zbiorem punktow lezacych miedzy wykresami tych funkeyj:

D= {(l',y) RS <avb>7 y e <¢1($),¢2($)>}
Nazywamy go obszarem typu I, zob. Rys. 6.4. Podobnie niech beda dane inne dwie funkcje
ciagte: 1,15 1 (¢,d) — TR takie, ze 11(y) < ¥o(y) dla wszystkich y € (¢, d). Niech D
bedzie zbiorem punktow lezacych miedzy wykresami tych funkcyj:

D ={(z,y):y € {c,d), x € (Pi(y),2(y))}

To bedzie obszar typu IT (Rys. 6.5). Wreszcie obszar typu III jest jednoczes$nie obszarem
typu L1 II, na przyktad elipsa jest takim obszarem. Na Rys. 6.6 pokazujemy podzial elipsy
na dwa wykresy nad osia X, a na Rys. 6.7 na dwa wykresy na prawo od osi Y. Wykresy
funkeyj ¢1 1 ¢2 maja dwa punkty wspolne. Podobnie jest z wykresami funkcyj ¢y 1 5.
Obszary wszystkich trzech typow nazywaja sie tacznie obszarami elementarnymi.

Y Y
& d

b s
b .

Rysunek 6.4 Rysunek 6.5

2

a =

th the

1

a

Rysunek 6.6 Rysunek 6.7

fl
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Teraz okreslamy calke iterowang po obszarze elementarnym D C IR?. Niech f: D —
R. Jesli D jest typu I, to

b 2(x)
[ fads = | { ¢/ f<x,y>dy] d, (6.5)
¢

a jesli D jest typu II, to

[ ]| |

(v)

f(zy dw] dy. (6.6)

Zauwazmy ciekawa rzecz. Jesli f(z,y) =1, to dla D typu I

b [ d2() b
[ fpds = | { / dy] de = [[6a(x) = én(a)] do
D é a

a 1(z)

a to, jak wiemy z interperacji calki oznaczonej, jest polem powierzchni |D| obszaru D.

Podobnie dla D typu II

d [ ¥2(v) d
/f(m)ds/{/ ] = [lito) = 1)y = 1D

c [ (y)

W ten sposob wykazalismy, ze catka z funkcji statej réwnej 1 jest polem powierzchni

obszaru catkowania:
/ ds = | D).
D

PRZYKLAD 2. Znajdziemy objeto$¢ ostrostupa ograniczonego ptaszczynami
y =0, =0 z=0oraz + —y = z — 1. Ostatnia ptaszczyzna przecina
osie wspéhrzednych w punktach (—1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), zob. Rys. 6.8.
Ostrostup ma podstawe téjkatna D, jej punkty (z,y) spetniaja warunki —1 <
r<0oraz 0 <y < x4 1, zatem D jest obszarem typu I z funkcjami ¢;(z) =
0, ¢2(x) = x + 1, zob. Rys. 6.9. Dla dowolnego punktu (z,y) € D wysokos¢

powierzchni nad plaszczyzna (X,Y) wynosi z = 1 + 2 — y, zatem szukana
objetos¢ jest dana przez catke [,(1 + x — y)ds. Wykorzystujac wzdr (6.5)
liczymy

/(1—|—:1;—y)d3:/0[71(1—|—:1;—y ] /Oll—kxy—_z]gg—l—ldx

D
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A
(0,0,1) (0,1)
$2(x)
RN D

v (0,1,0) Y (-1,0)  ¢u(x) X
Rysunek 6.8 Rysunek 6.9

Warto zastanowi¢ sie nad tym, co odwzorowania z IR* w IR* robia z podzbiorami
plaszczyzny. Niech Dy ¢ IR* niech T : Dy — IR? bedzie funkcja klasy C'. Rozwazmy
obraz tego odwzorowania:

Ry ={(z,y) = T(u,v): (u,v) € Dr}.

Dla zrozumienia ksztattu funkcji 7" warto zobaczy¢, w co ona zamienia dziedzine Dr.

PRZYKLAD 3. Niech Dy = (0, a) x (0,27), czyli Dr jest prostokatem, i niech
T(r,a) = (rcosa, rsina). Widzimy, ze odwzorowanie T' jest przejsciem od
wspotrzednych biegunowych do kartezjanskich. Jaki jest obraz tego odwzoro-
wania? Mamy (z,y) = (r cos a, rsin ). Skoro 2% +y? = r? cos? a+r?sin’ a =
r? < a?, to zbiér punktéw (x,y) z obrazu odwzorowania T speinia warunek
2? +y? < a?, zatem Ry jest zawarte w kole domknietym o promieniu a. Poza
tym kazdy punkt z kota o promieniu ¢ mozna zapisa¢ (x,y) = (r cos a, rsin o)
dla0 <r <ail < a <2x. W takim razie Ry pokrywa sie z kotem o promieniu
a. Oba zbiory Dr 1 Rr ukazane sa na Rys. 6.10. Dla utatwienia umieszczono
rzad kropek na dziedzinie i ich obrazy w odwzorowaniu.

« Y

27

Rysunek 6.10

Nastepny Rys. 6.11 jest reprodukcja dzieta sztuki, ktore réwniez ilustruje to
samo odwzorowanie. Wida¢ na nim, w co sie zmienia obraz rumaka zamiesz-
czony na dziedzinie. Jest na nim pewna réznica. Otéz tutaj zmienna katowa
jest odtozona na poziomym boku prostokata, a promien na boku pionowym.
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ARG D 14[4;4:_
- '

|

|

Rysunek 6.11

Niech beda dane dwa obszary Dr i Ry typu I lub II, odwzorowanie T' o dziedzinie
D7 klasy C' i o obrazie Ry, tzn. T(Dr) = Ry, oraz catkowalnafunkcja f : Ry — IR.
Cheemy wyrazi¢ catke podwéjna = [ f(x,y)ds jako catke po Dr funkcji ztozonej fo'T.
Zalézmy, ze obszar Dy jest elementarny ze wspétrzednymi oznaczonymi (u,v) oraz ze
obszar Ry jest elementarny ze wspdlrzednymi oznaczonymi (x,y). Odwzorowanie T' jest
zadane przez dwie funkcje-wspotrzedne:

T(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) dla (u,v) € Dr.

Wyznacznikiem Jacobiego albo jakobianem odwzorowania T nazywamy wyznacznik po-
chodnej macierzowej i oznaczamy go d(x,y)/0(u,v):

dx dx

du v
O(,y) = det DT (u,v) = . (6.7)
ANu,v) o

[Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) — matematyk niemiecki, gtéwne badania prowadzit
w teorii funkcyj 1 algebrze liniowej. Zastuzyt sie tez dla mechaniki, gdzie opracowat teorie
catkowania réwnan rézniczkowych dynamiki.]

PRZYKLAD 3a. Wezmy przeksztatcenie wspotrzednych biegunowych w kar-
tezjanskie:
r=rcosqa, y=rsina

i wyliczmy jego jakobian

e, y) _
a(r,a)

cosa@ —rsina

) = r(cos2 o + sin? a) =r.
sinae  rcosa

Twierdzenie 2 o zamianie zmiennych. Niech Dy, Rr C IR? beda obszarami ele-
mentarnymi i niech 7' : Dy — R bedzie funkcja klasy C'' wzajemnie jednoznaczna
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i naktadajaca. Wtedy dla dowolnej funkcji catkowalnej f : Ry — IR zachodzi

Iz, y)
O(u,v)

//f(:z;,y)d:z;dy: / /f(:z;(u,v),y(u,v))

RT DT

du dv. (6.8)

Dowod mozna znalezé w ksiazce: J.D. Marsden, A.J. Tromba Vector Calculus, Freeman
and Co., New York 1988 w § 6.3. W tym twierdzeniu méwimy o zamianie zmiennych (x,y)
na zmienne (u,v), czyli przeciwnie do odwzorowania T', dlatego musi ono by¢ wzajemnie
jednoznaczne.

PRZYKLAD 3b. Zastosujmy to twierdzenie do zamiany zmiennych kartezjan-
skich na biegunowe. Juz wiemy, ze jakobian przeksztatcenia wynosi r, wiec

wzér (6.8) daje

/ /f(:z;,y) dr dy = / /f(r cos o, rsin ) rdr do. (6.9)
Ry Dr

Zastosujmy to do funkcji stalej f(x,y) = 1. Wtedy calka z lewej strony daje
pole powierzchni zbioru Rrp:

//d:z;dy:/ / rdr do.
Rp Dy

O ile po lewej stronie ,sumujemy” pola elementarnych prostokatow o bokach
dz i dy, to po prawej pola innych prostokatow o bokach dr i rda. Wiadomo
teraz, po co potrzebny jest czynnik r z jakobianu: sam kat da nie jest miara
dtugosci, dopiero iloczyn r da jest dtugoscia tuku okregu. Ta zamiana zmien-
nych jest szczegdlnie korzystna, gdy obszarem catkowania jest koto o $rodku
w poczatku uktadu, bo wtedy, jak pokazuje Rys. 6.10, przeciwobrazem kota
jest prostokat i catkowanie w zmiennych biegunowych jest tatwiejsze. Jesli wiec
w szczegolnosci Ry jest kotem o promieniu a, to dostajemy

2T 2T 9 9

a 2271'
/ / d:z:dy:/[/rdr]doz:/a—doz:a—/doz:a—%':ﬂ'a?.
2 2 2
Rp o 0 0

0

Otrzymalismy znany wzér na pole powierzchni kota o promieniu a.

PRZYKLAD 4. Wyliczmy catke [p+/2? + y2ds, gdzie P = (0,1) x (0,1). Ta
catka jest objetoscia tréjwymiarowego obszaru o postawie kwadratowej 1 pio-
nowych $cianach siegajacych do stozka z = /a? + y?%, zob. Rys. 6.12. Tak zapi-
sana ta catka jest trudna do wyliczenia. Skoro funkcja podcatkowa jest prosta
funkcja odlegtosci r od poczatku uktadu na ptaszczyznie, to sprobujemy przej-
scia do wspotrzednych biegunowych. To uprosci funkcje podcatkowa, ale nie
obszar catkowania. Jednak to uproszczenie wystarczy do obliczenia caltki.
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ty
(0,1) (1,1)
Ay
Ay
(1,0) X
Rysunek 6.12 Rysunek 6.13
Prosta * = 1 we wspotrzednych biegunowych zapiszemy rcosa = 1, skad

r = 1/cos @ =seca. Podobnie prostej y = 1 we wspétrzednych biegunowych
odpowiada réwnanie r = 1/sin o =cosec a. W takim razie w odwzorowaniu
T(r,a) = (rcos a,rsin o) kwadrat P podzielony na dwa tréjkaty P = AjUA,
(zob. Rys. 6.13) jest obrazem obszaru D = D; U D,, gdzie dla D; mamy
a € (0,7/4) oraz r € (0,seca), zas dla Dy mamy a € (n/4,7/2) i r € (0,
cosec ). Odwzorowanie T' przeksztalca Dy na tréjkat Ay, a Dy na trojkat A,.
7 symetrii funkeji f(a,y) = v2? + y? widzimy, ze

/\/:1;2 + y%ds = 2/ a2 + y2ds.
P Ay
Stosujac wzor (6.9) otrzymujemy

//\/$2+y2dl'dy:/ / \/ﬁrdrda:/ / ridr de.
Al Dl D1

Teraz stosujemy catke iterowana

1 /4
rzdr] da = 3 / sec’a da.

0

/4 [SGCa

/Dl/ rzdrdozzo/ 0/

Zamiast zmudnie liczy¢ caltke nieoznaczona mozna zajrzec to tablic. Jednym
z takich wydawnictw jest: .M. Ryzyk, 1.S. Gradsztejn: Tablice calek, sum,
szeregow i iloczynow. PWN, Warszawa 1964. Podaje gotowy wynik:

/4

/ da _l[smoz Fnt (oz_l_ﬂ')]”/‘l_l sin /4 +lnt (ﬂ'_l_ﬂ')
) cos’a 2 lcos?a ne 2 4)]ly 2 cos? 7 /4 ne 8 4

lll//\g_—l-l tg(Sr/S)] ; [\/§—|-1n (1 —I-\/§)] 3

gdzie wyliczono réwniez tangens podanego kata. W takim razie

/ / ridr da = % [\/§‘|‘1n(1+\/§)]’
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wiec caltka, od ktorej zaczelismy, wynosi

/\/:I;Z—I—y?dS:%[\/ﬁ—l—ln(l—l—\/ﬁ)].

PRZYKLAD 5. Catka niewlasciwa [ = jho e dz jest trudna do wyliczenia,

xr

gdyz nie jest znana funkcja pierwotna dla funkcji Gaussa ™. Zastosujemy

pewien chwyt z wykorzystaniem catki podwdjnej. Otéz zajmiemy sie kwadra-
tem catki I, ale w drugim czynniku uzyjemy innej zmiennej calkowania:

[ee) o0

I* = /e_w2d:1;- /e_y2dy.

— 00 — 00

Taki iloczyn dwoch catek zamienia sie na catke podwojna z iloczynem funkeyj
podcatkowych:

I* = / /e_$2e_y2d:1;dy: / /e_x2_y2d:1;dy.

Po przejsciu do wspétrzednych biegunowych otrzymujemy catke

oo [ 27 o)
I? :/ [/e_TZ)rdoz] dr = 271'/6_7"27“dr.

0 0 0

Ze wzgledu na obecno$¢ czynnika r przy funkcji wyktadnicze] mozna tatwo

wykonaé catkowanie wzgledem r poprzez zamiane zmiennych u = r%, du =
2rdr, rdr = %du:

[ee) o0

1 1
/e_TZ)r dr = —/e_“ du = — —e™"
2 2

0 0

S 1
=——(0—-1)=—.
. 5(0—-1) =3

W ten sposéb otrzymujemy [% = 27 - % =7, a stad

o0

I = /e‘ﬁd:z;:\/f

— 00

6.2 Calki potrdjne

Rozwazmy prostopadioician P = (a,b) x (e,d) x {e,h) C IR” i jego podzial na mniejsze
prostopadtosciany zadany przez punkty

a=ap< a1 < ...<ap,=b, c=cg<c<...<c=d e<e <...<ep=h.
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Owe mniejsze prostopadtosciany zapiszemy
Pim = (aj_1,a;) X (c1—1,¢1) X (€m_1, €m).
Oznaczmy
Axr;=a;—aj—1, Ayy=c—c1, Azp =e€m—en_1 dlawszech j,1,m € {1,2,...,k}.

W ten sposéb kazda z trzech prostopadtych krawedzi prostopadtoscianu ma swoj podzial
i kazdy ten podzial ma swoja srednice max; Ax;, max; Ay;, max,, Az,. Unéwmy sie, ze
owe trzy podziaty maja te sama Srednice s;.

Rozwazmy ciagla 1 ograniczona funkcje f : P — IR. Niech rj;,, bedzie dowolnym
punktem Pj,,. Okreslamy sume

k
Wk: Z f(rﬂm)A:z;jAylAzm. (610)

j7l7m:1

Sumuje sie tutaj iloczyny objetosci matych prostopadtoscianéw P, pomnozone przez
wartosci funkeji w wybranych ich punktach. Jesli to komus pomoze, mozna to okresli¢
jako czterowymiarowe objetosci (czterojetosci) czterowymiarowych ,graniastostupéw” o
wysokoéci wystajacej w czwarty wymiar. Sciéle biorac W jest suma algebraiczna dwéch
wyrazen: dodatniego dla tej czesci dziedziny, gdzie funkcja ma wartos¢ dodatnia, oraz
ujemnego, gdzie funkcja jest ujemna. Jesli ]}Lrgo s = 01 jesli ciag {Wy} jest zbiezny do

granicy W przy k — oo, a granica W = lim W}, nie zalezy od wyboru punktéw r;;,, to

k—o0

mowimy, ze funkcja f jest catkowalna w obszarze P i piszemy
klim W, = ///f(:z;,y,z)d:z; dydz = /f(:z;,y,z)dv. (6.11)
P P

Znaleziona liczbe W nazywamy catkq potrajng funkcji f nad obszarem P.
Twierdzenie 1. Funkcja kawatkami cigglta na prostopadtoscianie P jest catkowalna.

Podobnie jak dla dwéch wymiaréw, catka potréjna jest addytywna, jednorodna, mo-
notoniczna i spetnia addytywnosc dziedzin.

Przy catkach potréjnych tez spetniona jest zasada Cavalierego, ktora pozwala wyliczac
catki potréjne poprzez calke iterowanq:

/f(:z;,y,z)dv :/b{/d [/h f(:z;,y,z)dz] dy}d:z;. (6.12)

a C

Mozna napisaé¢ szes¢ wersji tego wzoru zmieniajac kolejnosé¢ catkowania, bo jest szesé
permutacyj trzech elementdéw.

Teraz powinniSmy okresli¢ catke potréjna dla obszaréw ogdlniejszych niz prostopa-
dtosciany. Jak w przypadku dwoch zmiennych ograniczymy nasza uwage do obszaréw
szczegdlnego rodzaju. Niech beda dane dwie funkcje jednej zmiennej ¢q, ¢9 : (a,b) — IR
takie, ze ¢ < ¢q, obszar D C IR? oraz dwie funkcje dwéch zmiennych 41,4, : D — IR
takie, ze y1(a,y) < va(z,y), a réwnosé yi(x,y) = y2(x,y) moze sie zdarzyé tylko na
brzegu zbioru D, tzn. v1(x,y) = y2(2,y) = (2,y) € dD. Ten ostatni warunek oznacza,
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ze wykresy funkeyj +q, 72 moga sie przecia¢ tylko nad brzegiem zbioru D, zob. Rys. 6.14.
Méwimy, ze obszar Q C IR? jest typu I, jesli mozna go zapisaé jako

Q={(z,y,2) 12 €(a,b), y€(o1(x),¢:()), 2 € {nlz,y)7(e,y))} (6.13)

(w tym przypadku D = {(z,y) : @ € (a,b),y € (d1(x), p2(x))} jest dwuwymiarowym
obszarem typu I) lub

Q=A(z,y,2) 1y €(a,b), € (d(y) da2(y)), =€ nl,y)nle,y))}.  (6.14)

(W tym przypadku D = {(z,y) : vy € (a,b), x € ($1(y), d2(y))} jest dwuwymiarowym
obszarem typu I1). Méwimy, ze Q jest typu I, jesli mozna go zapisa¢ w postaci (6.13) lub
(6.14) ze wspdtrzednymi x i z zamienionymi rolami, a jest typu I11, jesli mozna go zapisaé
w postaci (6.13) lub (6.14) ze wspdhrzednymi y i z zamienionymi rolami. Obszar jest typu
IV, jesli jest jednoczesnie obszarem trzech wymienionych typow. Takim obszarem jest np.
elipsoida. Obszar ktoregokolwiek z wymienionych typow nazywa sie elementarnym.

Rysunek 6.14

Teraz okreélamy catke potrdjng po obszarze Q C IR? typu I. Niech f: Q — IR; wtedy

2(2) [ 2(z,y) 1
/f(:z;,y,z) dv /b{ (b/ / flz,y,2)dz dy}d:z;, (6.15)
Q ¢

a 1(z) n(zy)

jesli  jest okreslone przez (6.13) lub w przeciwnym razie

2(v) [ v2(z.y)
/f(:z;,y,z)dv/d{ (b/ / flz,y,2)dz d:z;}dy. (6.16)
Q ¢

C

1(y) n(zw)

PRZYKLAD 1. Niech obszar ) bedzie ograniczony przez ptlaszczyzny r =
0, y =0, z =21 powierzchnie z = 22 +y? dla 2 > 0, y > 0. Wyliczymy calke
[ @ dv. Wyrazimy ten zbiér jako obszar typu I:

Q

n(z,y) =24y, 712(z,y) =2, 61(2) =0, ¢o(x) =V2—22, a=0, b=+2
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Wedtug wzoru (6.15)

2 2—x? 2 2 2—x?
/xdv:/ / / xdz | dy d:z;:/ / (2 — 2 —y*) dy| dx
Q 0 0 2242 o 0
V2 _ .2)3/2 V2
_ /:1; l(Q :1:2)3/2 (2 ;’ ) ]d:z; _ /2?51?(2 :1;2)3/2d:1;
0 0

V2
S A e
15 0 15 15

Istnieje tez wzor na zamiane zmiennych dla calek potréjnych. Przedtem jednak trzeba
zdefiniowac jakobian w trzech wymiarach. Niech beda dane dwa obszary elementarne Dy
ze wspotrzednymi (u,v,w) i Ry ze wspélrzednymi (x,y, z) oraz odwzorowanie T klasy C*
na Dr i o obrazieRy, tzn. T'(Dr) = Ry. Jest ono zadane przez trzy funkcje-wspdtrzedne:

T(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,,v,w)) dla (u,v,w) € Dy.

Wyznacznikiem Jacobiego lub jakobianem odwzorowania T' nazywamy

o B O
Ou v Ow
N, y,2) dy dy I
27— et DT =& F | 6.17
a(u7v7w) € (u7v7w) Ou v Ow ( )
Oz Oz Oz
du v Ow

PRZYKLAD 2. Zamiana wspotrzednych kartezjanskich na kuliste. Rysujemy wektor
wodzacy r na tle osi X, Y, 7 kartezjanskiego uktadu wspotrzednych, patrz Rys. 6.15. Rzu-
towanie konca wektora r réwnolegle do ptaszezyzny (X,Y) na o§ 7 daje wspéhrzedna z.
Rzutowanie wektora r na ptaszczyzne (X, Y) daje wektor o dtugosci p. Jedli wprowadzimy
kat # miedzy wektorem wodzacym a osia 7, to mozemy zapisac

z=rcosf, p=rsind,

gdzie r = ||r||. Teraz rzutujemy wektor o dtugosci p na osie X i Y otrzymujac pozostale
wspolrzedne kartezjanskie x 1 y. Jesli wprowadzimy kat ¢ miedzy osia X a rzutem wektora
r na plaszezyzne (X, Y), to mozemy napisaé

x = pcos o, y = psin .
Laczac to z poprzednimi wzorami mozemy napisaé

x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin ¢, (6.18)

z = rcosd.

Trzy wspétrzedne r, 6, ¢ nazywaja sie kulistymi lub sferycznymi. Maja one nastepujacy
zakres zmiennosci:

re (0,00), 0€(0,7), &€0,2n).
Wzér (6.18) stanowi przejécie od wspdtrzednych kulistych do kartezjanskich.
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17
z
r
U
Y
p| 7Y
[ SN
X
Rysunek 6.15
Wyliczmy jakobian przejscia (6.18)
dr Odx Oz . . .
3 86 3¢ sinffcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
d(x,y,2) oy oy oy ) ) ) )
— L= 222 L — | ginfsin r cos ) sin rsin 8 cos
a(r.0,0) or 90 04 ¢ ¢ ¢
dz dz Jz _ :
o5 o cos 0 rsin 6 0

Rozwijamy ten wyznacznik wzgledem trzeciego wiersza:

rcosfcos¢p —rsinfsing

B 3+l
= cos 0 (—1) rcosfsing rsinfcos ¢

sinffcos ¢ —rsinfsin o

o 1342
rsind (—1) sinflsing rsinfcos ¢

= cos (r2 cos 0 sin f cos® ¢ + 12 sin 0 cos  sin? qb) + rsinf (r sin? 0 cos? ¢ + rsin® O sin qb)

= r? cos? O sin 0(6082 & + sin? o)+ r? sin? (9(cos(‘5 + sin? b)

2

= r?cos?0sinf + r’sin® 0 = r?

sin 6.

W takim razie jakobian przejscia od wspétrzednych kulistych do kartezjanskich wynosi
) =r?sind (6.19)

Zwrocmy uwage na pewna osobliwosé: na poczatku tego przyktadu moéwilismy o zamia-
nie wspohrzednych kartezjanskich na kuliste, a tymczasem odwzorowanie (6.18) jest od
wspotrzednych kulistych do kartezjanskich. Moze to sie wydac niekonsekwencja, ale taka
jest terminologia.

Twierdzenie 2 o zamianie zmiennych. Niech Dy, Ry C IR® beda obszarami ele-
mentarnymi i niech 7' : Dy — R bedzie funkcja klasy C'' wzajemnie jednoznaczna
i naktadajaca. Wtedy dla dowolnej funkcji catkowalnej f : Ry — IR zachodzi

| [ ] fy.z)dwdydz =
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_///f (u, v, w) (uavaw),Z(u,v,w))rg(x’iZ)

(u,v,w)

du dv dw. (6.20)

Dowod mozna znalezé w ksiazce: J.D. Marsden, A.J. Tromba Vector Calculus, Freeman

and Co., New York 1988 w § 6.3.
PRZYKLAD 3. Wyliczamy catke [i(2* + y* + 2?) 2%dv, gdzie K jest kula o $rodku w

poczatku uktadu i promieniu a. Taki obszar catkowania sugeruje przejscie do wspotrzed-
nych kulistych, gdyz dla odwzorowania T danego wzorami (6.18) i dla Ry = K obszar
Dr jest prostopadtoécianem Dr = (0,a) x (0,7) x (0,27), co jest bardzo korzystne dla
catki potréjnej. Najpierw wyrazamy funkcje podcatkowa przez wspohrzedne kuliste:

flz(r,0,0),y(r,0,¢),2(r,0,0)) = (r sin? 0 cos? qb—l—r sin? 6 sin? qb—l——l—r cosze)r cos? 0

1 cos? #.

= p? [sim2 0 (C082 o+ sin? qb) + cos? (9] rcos? O = r’r?cos’f = r

Teraz wykorzystujemy wzor (6.20)

/f:z; Y,z )dv-/(:z; +y® 4 2°) 2dv—///r cos® 0r?sin O dr df d¢

Ry
2 by a 2T 7 T
:/{/ [/TGCoszesinﬁdr] d@}dqb /[7/COS Gsm@d@] do.
o o Lo 0 0
Przy zamianie zmiennej u = cos§, du = —sin § df catka nieoznaczona wzgledem 6 wynosi
3
1
cos? Osin 0 df = —/quu = % =-3 cos” 0.

Wstawiamy to do poprzedniego wzoru

a’ r 3 17 2a7 T Ama”
/fdv:—;fgg[msehd¢:-i—zd¢: .

6.3 Calki krzywoliniowe i powierzchniowe

Niech U ¢ R?, f:U — R, niech & : (a,b) — U bedzie parametryzacja klasy C'! pewnej
krzywej K iniech f oo bedzie funkcja ciagla na (a,b). Wtedy definiujemy

/fﬂ:jf( H Hﬁ (6.21)

i nazywamy catkq krzywoliniowq funkcji skalarnej f po krzywej K lub catkq krzywoliniowq
nieskierowang.
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PRZYKLAD 1. Niech K bedzie linia srubowa o parametryzacji o : (0,27 /w) —
IR® danej wzorem o (1) = (a coswt, asinwt, vt) (zob. Rys. 6.16, na ktérym po-
kazano za duzo zwojéw linii srubowej), zas f(z,y, z) = 2*+y?+2z%. Wyliczymy
catke [ f(x,y,z)dl. Najpierw potrzeba nam normy z pochodnej funkcji o

dacoswt -I- dasinwt 2_|_ @ 2
dt dt

= \/a2w2 sin? wt + a2w? cos? wt + v?2 = Va2w? + v2.

Rysunek 6.16

Liczymy ztozenie f o o:
o =z + + 2z =a“cos"wt +a“sm wit + v =a" 4+ v
Fa(t)) = 2t + y() + 2(0)* = a® cos®wt + a sin®wi + v = a® + 02
Teraz jesteSmy gotowi liczyc¢ catke krzywoliniowa:

27w

t3
/f(:z;, y,z)dl = / (a2 + v2t2) Va2w? + 02 dt = Va2w? + v? lazt + v2§]
K 0

2 2 3 2 2 2
= Va?w? + v? aQ—ﬂ-—l—v2ﬂ = —ﬂ-\/aQ—l—v— 3@2—|—47r2v— .
w 3uw? 3 w? w?

Niech U ¢ IR®, F : U — IR?, niech o : (a,b) — U bedzie parametryzacja pewnej
krzywej K klasy C? i niech F o & bedzie funkcja ciagla na (a,b). Wtedy definiujemy

27w

0

/F dr_/F —dt (6.22)

i nazywamy calkq krzywoliniowq pola wektorowego ¥ po krzywej K lub catkq krzywoliniowq
skierowang.

PRZYKLAD 2. Niech K bedzie linia srubowa o parametryzacji o : (0,27 /w) —
IR’ danej wzorem o (t) = (acoswt, asinwt, vt), za$ F(z,y,2) = ve; + yey +
zes. Wyliczymy catke [ F(z,y,2) - dr. Juz znamy pochodna funkcji o:

= (—awsinw, aw coswt, v).

d_O'_ dacoswt dasinwt duvt
dt dt dt 7 dt
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Liczymy skaloczyn F - o'
F(o(t))a'(t) = a(t)o'(t) = acoswl (—awt sinwt)+a sinwt aw cos wi+vt v = v,
Teraz mozemy liczy¢ catke krzywoliniowa:
27w 27/

1
/F(:L',y,z) ~dr = / Vit dt = [§v2tz] = 2120 Jw?.
K

0
0

Jesli we wzorze (6.22) wyrazimy iloczyn skalarny przez wspélrzedne obu czynnikéw,
to napiszemy

/F Cdr = /b (Fl(o-(t))% + ﬁg(.:(t))% + Fg(a(t))%) dt.

K a

Przy catkowaniu przez podstawienie w catkach jednej zmiennej zachodzi (dx;/dt) dt = dx;,
wiec rozwazana caltke zapisuje sie tez formalnie

/ F-dr = / [Fy(r)dzy + Fy(v)ds + Fa(r)das].

K

PRZYKLAD 3. Rozwazmy natezenie pola magnetycznego H wytwarzanego
wokot prostoliniowego przewodnika z pradem pokrywajacego sie z osia Z:
I esxr

O (6.23)

gdzie p jest odlegtoscia punktu o promieniu wodzacym r od osi 7, zob. Rys.
6.17. Skoro iloczyn wektorowy ma wartosé ||es X r|| = rsina = p, to wartosé
wektora H wynosi

I ||e3><r||_ Ip I

H|| = = = ) 6.24
1] 27 p? 2rp?  27p ( )
A to jest znany wzor na warto$¢ natezenia pola magnetycznego dla tej konfi-
guracji.
1
H
s
r
A (84
€3

Rysunek 6.17
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Chcemy wyliczy¢ catke krzywoliniowa tego pola [, H - dr po réwnolegtym do
plaszczyzny (X,Y) okregu K o promieniu @ i o srodku na osi Z. W tym celu
powinnismy znalezé jawna postac pola (6.23), do czego potrzebna jest postac
iloczynu wektorowego

e €y €3 e e
esxr=|0 0 1 |=1-(=1)"" :1;1 Pl = —(e1y — eyx)
Ty oz Y

= —ye; + zve; + les

oraz parametryzacja okregu K
o(t) = (pcoswt, psinwt, b),

gdzie b oznacza stata wspohrzedna z = b dla punktow na okregu. Do catki
krzywoliniowej potrzebna jest pochodna

do .
— = (—pwsinwt, pw cos wt, 0)
dt
oraz iloczyn skalarny
do 1 s . o ) ) I lw
H(o(1)) - = 2m (p wsin®wt + p“w cos wt) = 2m prw= .

Wreszcie zapisujemy catke:

/H-dr:/]—“dt:]—“t
i J 27 27

Udato sie — udowodnilismy prawo Ampere’a.

27 /w B Tw 27

0 2r w

=1

Warto zaznaczyc, ze fizycy te catke licza prosciej nie uciekajac sie do parame-
tryzacji. Ot6z nalezy zauwazy¢, ze wektory H i dr sa zgodnie réwnolegle, wiec
ilch iloczyn skalarny jest rowny iloczynowi wartosci H-dr = H dl, gdzie dl jest

elementem tuku okregu. W takim razie catke liczymy wzgledem [ korzystajac
7 (6.24):

2mp 2mp

I
/H-dr: /Hdl:H/ dl = H-2mp= —27p=1.
K 0 0 QWP

Twierdzenie 1. Jesli F = grad f, to

/F <dr = f(a(b) — f(o(a)).

Dowdd. Wprowadzmy oznaczenie ¢ = f o o. Takie funkcje rozwazalismy w § 5.2. Wzér
(5.29) pozwala nam napisaé

do(t) _d(f o)1)

!
— ().
dt dt 20

Vi(a())
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Dzieki temu wedtug definicji (6.22) mamy
JEde= [ Vi) T = / g 9(b) = g9(a) = f(a (b)) = f(o(a)). @

Warto wprowadzi¢ dwa punkty w IR*: punkt B z wektorem wodzacym rp = o (b)
— nazwiemy go punktem koncowym catki krzywoliniowej — oraz punkt A z ry = 0'( ) —
nazwiemy punktem poczgtkowym catki. Wtedy wzér z Twierdzenia 1 mozna zapisa¢

/F.dr:/BF.dr:f(rB)—f(rA). (6.25)

Wida¢, ze catka w takim wypadku zalezy tylko od koncow krzywej K, a nie zalezy od
ksztaltu samej krzywej. Wtedy méwimy, ze pole wektorowe F jest zachowawcze. Otrzy-
malismy wzor bardzo podobny do catki oznaczonej w przypadku funkcyj jednej zmiennej.
Jesli f uznamy za funkcje pierwotna, a F = grad f za pochodna, to podany wzoér moéwi,
ze catka pochodnej jest réznica funkcji pierwotnej na koncach odcinka catkowania.

PRZYKLAD 4. Mamy wyliczy¢ catke krzywoliniowa
/(yz de + xzdy + 2y dz)
K

po prostej K taczacej punkt (=1,0,1) z punktem (1,1,1). Warto zauwazy¢, ze
wystepujace pod znakiem caltki pole wektorowe F = (yz, xz, xy) jet gradien-
tem funkcji skalarnej f(x,y, z) = xyz. Dzieki wzorowi (6.25) mozemy napisac

/(yz de+azdy+rydz) = f(1,1,1)—f(=1,0,1) = 1-1-1—(=1)-0-1 =1-0 = 1.

K

Podzbiér S C IR® nazywamy powierzchniq sparametryzowanqg klasy C, jesli istnieje
podzbiér D C R? i funkcja @ : D — IR’ klasy C! takie, 7e S = @®(D). Funkcje &

nazywamy parametryzacjqg powierzchni S i piszemy
B(u,v) = ({1, 0), 5w, v), 20, v) (6.20)

Mozemy powiedzie¢, ze powierzchnia sparametryzowana jest obraz pewnej funkcji dwdoch
zmiennych. Powierzchniq nazywamy sume mnogoSciowa powierzchni sparametryzowa-
nych.

PRZYKLAD 5. Sfera jest suma mnogosciowa dwéch powierzchni sparametry-
zowanych. Niech D bedzie kotem domknietym o promieniu a:

D = {(u,v): u? 4+ 0% < aQ}.
Okreslamy funkcje &4:

Dy (u,v) = (u,v, a? —u? — v2) )
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Po poréwnaniu z wzorem (6.26) zauwazamy, ze x(u,v) = u, y(u,v) = v, wiec
w napisanym wzorze mozemy u zastapi¢ przez x, a v przez y:

dsl(xvy) = (xvyv \/ a? —x? — y2) .

Obrazem tej funkcji jest gérna potowa sfery o promieniu a bedaca wykresem
funkcji z = /1 — 2% — y?2. W takim razie pierwsza powierzchnia sparametry-
zowana jest polsfera gérna Sy = @4(D).

Okreslamy funkcje @,

@2(1‘,];) = (xvyv —y/a? — x? — y2) .

7, powodu minusa przy trzeciej wspotrzednej druga powierzchnia sparame-
tryzowana jest polsfera dolna Sy = @5(D). Suma mnogosciowa tych potsfer
S = 51U S, jest cala sfera o promieniu a.

Na powierzchni sparametryzowanej S mozemy rozwazac krzywe odpowiadajace zmia-
nom jednego z parametrow:

o1(u) = P(u,v9) 2z ustalonym v = vg

oraz
o:(v) = P(ug,v) 7z ustalonym u = ug

Skoro funkcja @ jest rézniczkowalna, to w dowolnym punkcie dziedziny (u,v) € D mozemy
zdefiniowac wektory styczne do krzywych o i o

_dO’l ¢ _dO’Q

ty=—, t,=—-. 6.27
du dv ( )

Pochodne stojace po prawej stronie mozna tez zapisac¢ inaczej

do 0P dx 0 0z

d—ul(uo) = a—u(U(),Uo) = a—uel + a—ZEQ + a—ue:g. (628)

do 0P dx 0 0z

d—vz(vo) = %(UO,U()) = %el + a—ZEQ + %63. (629)
W takim zapisie

0P 0P

tu(u,v) = a—u(u,v), ty(u,v) = %(u,v).
Wektory t,(u,v), t,(u,v) wyznaczaja plaszczyzne styczna do powierzchni S w punkcie
D(u,v).

Powierzchnia sparametryzowana S jest gladka w punkeie @(u,v) jesli
tu(u,v) X t,(u,v) #0. (6.30)

Ten warunek oznacza po pierwsze, ze oba wektory styczne musza byc¢ niezerowe, a po dru-
gie, ze nie moga by¢ réwnolegte, bo wtedy iloczyn wektorowy bytby zerem. Powierzchnia
sparametryzowana nazywa sie gladka, jesh jest gtadka w kazdym punkcie. Skoro wektory
t, t, sa styczne do S, to ich iloczyn wektorowy m = t,, x t, jest wektorem prostopadtym

do S.
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PRZYKLAD bHa. Wyliczmy wektory styczne do gérnej pélstery zadanej wzo-

rem
D(u,v)=ues +vey+ Var—u?—v?es.
Mamy
tu(it, ) u z
U, v) =eq — €3 = €1 — — €3,
02 — ul — 02 P
v z
tv(u,v):eg— 5 5 5 €3 = €9 — — ea.
a?—u?—v z

Wektory te nie sa okreslone na brzegu tej poétsfery, gdyz tam 2z = va? — u? — v?

= 0. Przy okazji stwierdzamy, ze nasza powierzchnia sparametryzowana nie
jest klasy C'' bo funkcja @ nie ma pochodnej na brzegu dziedziny. Na prze-
kroju pdlsfery z plaszezyzna (Y, 7Z) mamy t,(0,v) = ey, czyli tam wektor t,
jest staly. Podobnie t,(u,0) = ey, wiec t, jest staly na przekroju pélsfery
7 ptaszezyzna (X, 7).

Wyliczmy iloczyn wektorowy

z ¥ z ¥
tuXtU: €] — — €3] X |ey— —€e3z] =e; Xey; — —€e3 X ey — —e] X e3
z z z z
z ¥
=e3+ —e; + —ey.
z z

Widzimy, ze jest on niezerowy wszedzie tam, gdzie jest okreslony, wiec nasza
powierzchnia sparametryzowana jest gladka wszedzie poza brzegiem. Otrzy-
many wektor mozna zapisac inaczej:

1 r
m(u,v)=1t, x t, = - (ver +yey + ze3) = -

Stwierdzamy, ze wektor m jest réwnolegly do wektora wodzacego r, wiec jest
prostopadtly do sfery o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych.

PRZYKLAD 6. Rozwazmy te sama sfere z parametryzacja przez katowe wspot-
rzedne kuliste 6, 0. Wybieramy prostokat D = {(8,¢) : 0 € (0,7), ¢ € (0,27)}
i okreslamy funkcje @:

D(0,p) = aeysin b cos ¢ + aeysin O sin p + aescos § = r.
Liczymy wektory styczne:
ty = aeq cos b cosp 4 aey cos fsin p — aezsin .

t, = —ae;sinfsinp + aeysin b cos .

Drugi z tych wektoréw jest zerowy dla @ = 016 = 7, czyli na biegunach. Zatem
sfera tak sparamateryzowana nie jest gladka na biegunach. Wtasnie dlatego
0 =016 =r wyrzuciliSmy z dziedziny. Znajdujemy iloczyn wektorowy

ty X t, = a’e; X ey sin f cos 0 cos? w — a’ey x ey sin 0 cos 0 sin? ©

2 c 2 2 .9
+a“es X ersin”“f#sinp — a“esz X ey sin” f cos ¢
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= a?e;3sinf cosf + a’eysin? fsin w+ a’eq sin? 0 cos ©
= (aeysin f cos ¢ + aeysin O sin ¢ + aez cos ) asin @ = rasin f.

Otrzymany wektor jest niezerowy wszedzie poza biegunami i jest rownolegty
do wektora wodzacego, co nie powinno by¢ zaskoczeniem, bo mamy otrzymac
wektor prostopadty do sfery.

Jesli element powierzchni skierowanej ds = ty x t, dfdy zechcemy zapisac
7z uzyciem wektora jednostkowego n = r/r = r/a, to otrzymamy

ds =na’sinfdfde.

Stad widac, jaka jest wartos¢ elementu powierzchni sfery o promieniu a wyra-
zona przez wspélrzedne kuliste: ds = a®sin 0 dfdp. Ten wzér jest znany raczej
pod postacia ds = r?sin 0 dldy. Jest to czeéé jakobianu przejécia do wspdl-
rzednych kulistych. Brak rézniczki dr oznacza, ze to nie jest element objetosci,
lecz element powierzchni o ustalonym r

Zastanéwmy sie, z czym jest zwiazany iloczyn wektorowy t, x t,. Ot6z z definicji (6.27)
da sie zauwazy¢, ze t,du = %du = dry jest przyrostem wektora wodzacego wzdtuz
kierunku zmiany parametru u. Podobnie t,dv = dr; jest przyrostem wektora wodzacego
w kierunku zmiany v. lloczyn wektorowy tych przyrostéw ma warto$¢ ||dr; X drsl|| =
||dry||]|drs]| sin @ pola powierzchni réwnolegltoboku rozpietego na tych dwéch wektorach.
(Tutaj o jest katem miedzy wektorami-czynnikami — zob. Rys. 6.18).

Rysunek 6.18

W takim razie mozemy napisa¢ ds = dry X ry i interpretowac to jako wektor prostopa-
dty do powierzchni S o wartosci réwnej polu powierzchni czworoboku krzywoliniowego
odpowiadajacego przyrostom prametrow du i dv:

ds = dry X dry = t, X t, dudv. (6.31)

Nazwiemy to skierowanym elementem powierzchni S. Wprowadza sie tez pole wektorow
normalnych do powierzchni S jako wektory jednostkowe o kierunku wektoréw ds:

ds = n||ds|| = nds.

Wyliczmy iloczyn wektorowy t, x t, na podstawie wzoréw (6.28) i (6.29):

e (mw0x 0zon\ (0200 000:\ | (000 oyos
YT\ Qudv Ou dv el Oudv  Oudv 2 Oudv  Ou dv ea:
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W nawiasach rozpoznajemy wyznaczniki, wiec mozemy je zapisa¢ w postaci jakobiandw

0y.2), , Oza) . Oy
O(u,v) 1t O(u,v) 2t O(u,v) o

Powierzchnia S nazywa sie orientowalna lub dwustronna, jesli istnieja dwa ciagle pola
ny, ny niezerowych wektoréw prostopadtych do niej (jesli te wektory sa dodatkowo unor-
mowane, to nazywaja sie normalnymsi) takie, ze ny = —ny. Kazde z tych pdl wektorowych
wyznacza jedna strone powierzchni. Przyktadem powierzchni nieorientowalnej jest tzw.

ty X t, =

(6.32)

wstega Mobiusa. Inny przyktad bedzie zademonstrowany na modelu ceramicznym. Jesli
dla powierzchni orientowalnej wybierzemy jedno z dwoch pol wektorowych n; to otrzy-
mamy powierzchnie ze zwrotem, powierzchnie skierowang albo zorientowang. Sfera jest
powierzchnia orientowalna i mozemy dla niej wybra¢ zwrot wewnetrzny albo zewnetrzny.
W Przykladzie ba pole prostopadte m(u,v) oznaczato zwrot zewnetrzny dla gérnej péls-
fery.

Niech S bedzie gtadka powierzchnia ze zwrotem, sparametryzowana przez funkcje
& : D — IR” i niech F bedzie polem wektorowym okreélonym na S. Definiujemy catke
powierzchniowq pola wektorowego F albo catke powierzchniowq skierowang jako

/F-ds :/ / F(®(u,v)) - (t, % t,) du dv. (6.33)

W fizyce nazywa sie to strumieniem pola ¥ przez powierzchnie S. Na podstawie wzoru
(6.32) mozemy napisac

S M oM o)
Wobec tego
_ Ay, z) d(z, ) I, y)
S/F s = /D/ [Fl O(u,v) + FQa(u,v) + FBa(u,v) dudv.

A pamietajac o wzorze (6.8) (bez znaku modutu) ma zamiane zmiennych w calce podwéj-
nej, otrzymujemy nastepujacy zapis catki powierzchniowe;j

/F ~ds = / / [Fi(x,y,z)dydz + Fy(x,y, z) dzde + F5(x,y, z) dedy]. (6.34)
S S
PRZYKLAD 7. Niech S bedzie gorna poélstera z Przyktadu 5. Wyliczymy

catke powierzchniowa pola wektorowego F(r) = r. Jedli chcemy wykorzystac
wyliczenia z Przyktadu 5a, czyli wzor t, x t, = r/z, to otrzymujemy

2
]:/F-ds:/ /r-Ed:chy:/ /I”dl'dy:az/ / dxdy 7
4 D z D z pJ ya?—x? — y?

gdzie D jest kotem o promieniu a i Srodku w poczatku uktadu. Skoro otrzy-

mane wyrazenie ma symetrie obrotowa wokdél poczatku uktadu, to warto
przejs¢ do wspotrzednych biegunowych r, :

dr dp rordr
I=at [ [ D2 core [ 22
a — Ta | Vo
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Zamieniamy zmienna u = a? — r?, du = —2rdr

0
du 0

I=—ra® | —= = —7a*- 2\/6‘ = 27a’.
Vi o

2

Te sama catke mozna wyliczy¢ znacznie szybciej zauwazajac, ze wektory r i1 ds
sa rownolegte ze zgodnymi zwrotami wiec ich skaloczyn jest réwny iloczynowi
wartosci: r - ds = a ds, wtedy otrzymujemy

/r-ds:a/d3:a|5|:a-27ra2:27m3,
s s

gdzie |S| oznacza pole powierzchni S.

W przypadku powierzchni S bedacej wykresem funkeji z = f(x,y) nad dziedzina D
warto wybrac¢ parametryzacje u = x, v = y; wtedy

0 0 0 0 0 0 0z 0
tu:—xel+—yez+—233:e1—|——f937 tv__xel‘l' yez—|- €3 = e+ f37

oz oz oz oz dy dy dy dy

0 0 0 0
tuXtU: (el—l—a—ieg) X (62—|—a—£eg) :e1><e2—|—a—£e3><e2—|—a—]y€e1><e3

0 0
= ——fe1 - —fez + es.

oz dy

Wobec tego na podstawie (6.33)

[ris= [ [t (<5 Pt sty (<35) + Pt oo e
(6.35)

Twierdzenie 2 (Greena). Niech D bedzie obszarem na plaszezyinie typu 11 (wg.
klasyfikacji z § 6.1) i niech P: D — IR i @ : D — IR beda dwiema funkcjami klasy C;

wtedy
/(de 4 Qdy) = / / (a—Q _ a—];) dudy,

gdzie 0D oznacza krzywa, ktéra jest brzegiem obszaru D.

Dowod w ksiazce Marsdena i Tomby Vector Calculus w § 8.1 oraz w ksiazce Ryszarda
Nowakowskiego Flementy matematyki wyzszej w § 10.2. [George Green (1793-1841) —
matematyk i fizyk angielski, wprowadzit pojecie potencjatu.]
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Rysunek 6.19

Jesli na powierzchni S ze zwrotem jest krzywa zamknieta K, to tej krzywej mozna
nadac¢ zwrot przez podanie kierunku jej obiegu. Méwimy, ze zwroty powierzchni S i krzy-
wej K sq zgodne, jesli wektor normalny do S i obieg krzywej K tworza srube prawoskretna,
patrz Rys. 6.19. Jesli catka krzywoliniowa odbywa sie po krzywej zamknietej €', to na
symbolu catki pojawia sie kétko: § F - dr. W nastepujacym twierdzeniu wystepuje catka

c

krzywoliniowa po brzegu pewnej powierzchni, a brzeg powierzchni jest zawsze krzywa

zamknieta.

Twierdzenie 3 (Stokesa). Niech D C IR?, niech S bedzie powierzchnia zadana przez
funkcje f : D — IR klasy C? i niech 0SS bedzie brzegiem S o zwrocie zgodnym ze zwrotem
S. Wtedy dla pola wektorowego F klasy C'! zachodzi

fF Cdr = /(rot F) - ds. (6.36)

S

[George Gabriel Stokes (1819-1903) — fizyk i matematyk angielski, autor prac z optyki,
mechaniki pltynéw i fizyki matematycznej.]

Dowad. Jedli jakas krzywa lezy na powierzchni S bedacej wykresem funkeji z = f(x,y),
to musi by¢ zadana przez parametryzacje o (t) = {x(t), y(t), f(x(t),y(t))}. Bedziemy sto-
sowaé wzor (6.22). Do tego wzoru potrzebna jest pochodna funkcji o

do dx dy (af dx af dy)
€3.

- at T ae s Ty

Tak wlasnie jest dla krzywej 05 bedacej brzegiem powierzchni S. Tloczyn skalarny F - o’
wynosi

do  _ dx dy 0z dx 0z dy 0z dx 0z\ dy
ST +F2dt+F3(6x it oy dt) (F+F3a ) dt+(F2+F8)dt'

Zatem wedtug wzoru (6.22) mamy

b
0z 0z
aéF-dr:a/l(Fl—l—Fga ) dt+(FQ+ga )E]dt
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Zamieniamy zmienne catkowania

/F-dr:/ e ae (e 22 4y
oz dy
a8 oD

Stosujemy twierdzenie Greena:

0 9=\ J 0z

Teraz liczymy pochodna funkeji ztozonej pamietajac, ze Fy, Iy 1 F5 sa funkcjami x, y 1 z,
za$ z jest funkcja = 1 y:

82 dxr ' dx dy = 9z Oz Iy > 020y

+ —=— =+ — 4+ — — +

dy dz dy Oy Odx 0z Jdy dx aya
Ostatnie dwa sktadniki z obu nawiaséw znosza sie, a pozostale wyrazy mozemy przegru-
powaé nastepujaco

o= L[5 (5) + (550 (5) = (5 - 5 o
_ /D / [(I’ot F), (—g—;) + (r0t F), (—g—;) + (rot F)3] ddy.

A to na mocy wzoru (6.35) mozna zapisac

/F-dr:/(rotF)-dS.l

S

2
(8F1 oFy 0z O0Fs 02 0OF; 0z 0z " 0%z )] dedy.

W Twierdzeniu 1 udowodnilismy wzor

/F-dr=fF-dr=f<rB>—f<rA>

w przypadku, gdy F = V f. Gdybysmy wybrali inna krzywa o tych samych punktach
koncowych, to dostalibysmy ten sam wynik. W takich sytuacjach méwi sie, ze calka nie
zalezy od drogi. Pola gradientowe sa wazne w zastosowaniach fizycznych. Na ogét V = — f
przedstawia energie potencjalna, a F — pole sit. Twierdzenie Stokesa pomocne jest do
scharakteryzowania pol wektorowych, ktore mozna zapisac jako gradienty. Zanim do tego
przejdziemy, wprowadzimy dwie definicje. Obszar A C IR? nazywa sie spdjny, jeéli dowolne
dwa jego punkty mozna potaczy¢ krzywa ciagta lezaca catkowicie w obszarze A. Obszar
A nazywa sie jednospojny, jesli dwie ciagle krzywe lezace w obszarze A i taczace te same
dwa punkty mozna przeksztalci¢ w sposéb ciagly jedna w druga nie wychodzac poza ten
obszar. Kazdy obszar jednospdjny jest tez spdjny.
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Twierdzenie 4. Niech F bedzie polem wektorowym w jednospéjnym obszarze ) C
IR?, byé moze z wyjatkiem skoriczenie wielu punktéw. Nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

(a) Dla dowolnej niesamoprzecinajacej sie zamknietej krzywej C' ze zwrotem zachodzi

$F-dr =0.
c
(b) Dla dowolnych niesamoprzecinajacych sie krzywych Cy i Cy o tych samych punktach

/F-dr:/F-dr.
Ch Cly

(c) F jest gradientem pewnej funkcji skalarnej f (a jesli pole F ma punkt, w ktérym nie
jest okreslone, to funkcja f tez nie jest tam okreslona).

(d) VxF=0.

koncowych zachodzi

Pole wektorowe spetniajace jeden z tych warunkéw (przy czym warunek (d) w obszarze
jednospéjnym) spetnia wszystkie pozostate warunki, wiec ma prawo nazywaé sie polem
zachowawezym.

Dowod. Wykazemy nastepujacy tancuch wynikania, co udowodni twierdzenie:
(a) = (b) = () = (d) = (a).

(a) = (b). Niech o i o3 beda parametryzacjami krzywych Cy i Cy o tych samych koncach.
Tworzymy krzywa zamknieta ' o parametryznacji & przez polaczenie oy z —a3, co
zapisujemy symbolicznie ¢ = o1 — 5. Przyjawszy, ze krzywa C' nie jest samoprzecinajaca
sie, otrzymujemy 7z warunku (a):

/F-dr:/F-dr—/F-dr:(),
C (of Cs

wiec warunek (b) jest spelniony.

(b) = (c). Wybierzmy poczatek uktadu wpétrzednych gdzies w obszarze © poza punk-
tem osobliwym. Wykonujemy catke po niesamoprzecinajacej sie krzywej taczacej poczatek
uktadu 0 z punktem r = (z,y, 2):

r

ﬂ%%@:/FWyﬁﬁ (6.37)

0

Na mocy zalozenia (b) wartos¢ f(x,y,z) nie zalezy od krzywej, lecz tylko od punktu
koncowego r. Mamy pokazaé, ze F = grad f. Wybierzmy krzywa C; w postaci linii tama-
nej ukazanej na Rys. 6.20. To, ze dowolna krzywa taczaca punkt 0 z punktem r mozna
w sposéb ciagly przeksztatcié w krzywa C, wynika z zatozenia jednospdjnosci obszaru 2.
Dla krzywej Cy catke (6.37) mozemy przedstawi¢ jako sume trzech calek:

xr Yy z
f@%@:/E@m@ﬁ+/&@m®ﬁ+/&@%ﬂﬁ
0 0 0
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7 7
(2,9,2) (2,0,2) - (,,2)
Y “ Y
(x,(jﬁ | Gy (2, 4,0) (2,0,0)
X Rysunek 6.20 X Rysunek 6.21

Rézniczkowanie wzgledem z jest rézniczkowaniem wzgledem gornej granicy ostatniej catki,
wiec dostajemy df/0z = F3. Wybierzmy inna linie famana catkowania C3, zob. Rys. 6.21.
Teraz ostatni odcinek jest réwnolegly do osi YV, wiec otrzymujemy 0 f/dy = F. Podobnie
pokazemy, ze df/0x = Fy. A to oznacza réwnos¢ V f = F.

(¢) = (d) To wynikanie mamy zapewnione dzieki Twierdzeniu 1 w § 5.4, ktére méwi,
ze V x (V f) = 0. Po podstawieniu V f = F mozemy napisa¢ V x F = 0.

(d) = (a) Niech C' bedzie krzywa zamknieta. Wybieramy jakakolwiek powierzchnie
S, dla ktorej €' jest brzegiem. To, ze S nie wykracza poza obszar (), mamy dzieki jedno-
spojnosci 2. (Wyobrazmy sobie obszar  w postaci walca z wyjetym mniejszym walcem
bardzo blisko osi. To jest obszar niejednospojny. Jesli krzywa zamknieta C' otacza wyjety
malty walec, to powierzchnia S, dla ktérej €' jest brzegiem, musi wejs¢ do matego walca,
czyli wyj$¢ poza obszar €2.) Jesli pole F ma punkty wyjatkowe, to powierzchnia S moze
je ominac. Mozemy wiec napisaé C' = 95S. Teraz skorzystamy z twierdzenia Stokesa.

/F-dr:/F-dr:/(rotF)-dS.
c 53

S

Skoro V x F = rot F = 0, to calka znika i warunek (a) jest spetniony. W

W dowodzie punktu (c) przedstawiono sposéb znajdowania funkeji skalarnej f dla
zadanego pola wektorowego F takiej, ze F = V f. Funkcja f nazywana jest potencjalem
pola F. Potencjal pola wektorowego dany jest z doktadnoscia do stalej, tzn. jesli istnieja
dwie funkcje f oraz f takie, ze Vf = Vf, to f(:z;,y,z) = f(x,y,2z) + C. Istnieje jesz-
cze inny sposob szukania potencjalu pola wektorowego, ktéry objasnimy na konkretnym
przyktadzie.

PRZYKLAD 8. Niech bedzie dane pole wektorowe F(x,y,z) = (0, 2y, —2z).
Pominiemy sprawdzenie, ze jego rotacja jest zerem. Dziedzina tego pola jest
cata przestrzen IR®, czyli obszar jednospéjny, wiec do tego pola stosuje sie
Tw. 4. Szukamy potencjatu tego pola. Réwnosé wektorowa F = V f oznacza
trzy rownosci skalarne:

af af af

Fl=— F,=—— F=——
e A P

co daje trzy rownania rézniczkowe dla funkcji f
a—f =0 a—f =2 o _ —2z.

oz ’8y_y7$_
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Rozwiazujemy je podobnie jak réwnania z pochodnymi zwyczajnymi szukajac
funkeji pierwotnej z ta réznica, ze zamiast stalych catkowania piszemy funkcje
dwoch zmiennych, ktérych nie ma przy pochodnej czastkowej. W ten sposéb
dochodzimy do trzech zapiséw tej samej funkeji f:

fley,2) = g(y,2), flr.y,2) =y" +h(z,2), jlo,y,2) = 2"+ j(z.y).

Pierwsza réwno$¢ mowi, ze szukana funkcja nie moze zaleze¢ od zmiennej x,
wiec poprawiamy pozostate rownosci:

fla,y,2)=g(y,2), [f(2,y,2)=y*+h(z), jla,y,2)=—2"+j(y).

Teraz widzimy, ze réwnos¢ druga i trzecia pasuje do réwnosci pierwszej, bo
wszedzie sa funkcje tylko dwéch zmiennych y i 2. Réwnosé druga mozna pogo-
dzié¢ z trzecia, jesli podstawimy h(z) = —z* + C oraz j(y) = y* + C. Wéwczas
mozemy podstawié¢ ¢(y, z) = y* — 2% + C' i otrzymujemy

flyy,2)=y* =2+ C.

Przyktadem fizycznym pola, do ktérego nie stosuje sie to Twierdzenie 4, jest natezenie
pola magnetycznego H, ktére w magnetostatyce spetnia réwnanie rot H = j, gdzie j jest
gestoscia pradéw elektrycznych. Sa wprawdzie obszary pozbawione pradéw, w ktorych
rot H = 0, ale to sa czesto obszary niejednospdjne. Dlatego dla tego pola moze nie istnie¢
potencjat skalarny v taki, zeby H = grad, a caltki tego pola po niektorych krzywych
zamknietych nie sa zerami.

PRZYKLAD 9. Wykorzystajmy pole wektorowe z Przyktadu 3, czyli wzér
(6.23) bez wspdlczynnikéw przed utamkiem:

e; Xr
F(r) = 3p2 (6.38)
Pé7niejsze obliczenia z tamtego przyktadu prowadza do innego wzoru na to
samo pole
—yey + rey
F(r)= EETEwTE
y

Wida¢ stad, ze pole to jest okreslone poza osia 7 (bo na tej osi mianownik sie
zeruje), wiec w obszarze niejednospojnym. Wedtug Twierdzenia 4 nie powi-
nien istnie¢ potencjat dla tego pola. Tymczasem mozna sprawdzic, ze funkcja
flz,y,2) = arctg(y/x) ma gradient réwny tyle samo:

_ —yer + xey

Vf(r) - 72 + yg

Gdzie jest sprzecznosc? Otoz jest ona w tym, ze ta funkcja nie ma tej samej
dziedziny, co pole wektorowe (6.38). Byta ona rozwazana w Przykladzie 5 w
§ 7.2 1 nie jest okre§lona na ptlaszczyznie (Y, 7).

Gdybysmy okreslili pole wektorowe F i jego potencjat f tylko w pétprzestrzeni
x > 0, to ten obszar juz jest jednospojny i Twierdzenie 4 stosuje sie do takiego
przypadku.
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Jesli catka powierzchniowa odbywa sie po powierzchni zamknietej S, to na symbolu
catki pojawia sie kétko: § F - ds. W nastepujacym twierdzeniu wystepuje catka powierzch-
S

niowa po brzegu pewnego tréjwymiarowego obszaru, a brzeg objetosci jest zawsze po-
wierzchnia zamknieta.

Twierdzenie 5 (Gaussa). Niech Q@ C IR? bedzie obszarem typu IV (wg klasyfikacji
7z § 6.2). Niech brzeg 02 obszaru  bedzie powierzchnia ze zwrotem zewnetrznym. Jesli
F jest polem wektorowym klasy C'' na Q, to

j{F ds = /didev. (6.39)

[Carl Friedrich Gauss (1777-1855) — niemiecki matematyk, fizyk, astronom i geodeta,
jeden z najwiekszych matematykdéw Swiata, poréwnywany z Archimedesem i Newtonem,
przez wspélezesnych zwany ksieciem matematykow.]

Dowod. 7, definicji dywergencji

) B oFy  0Fy, 0F; _ % 8F2 %
Jlede—J( + + )dv / dv + / / dv.

dx dy 0z

7, drugiej strony rozwazana catka powierzchniowa wynosi
/F ds = /(FldSl —|—F2d82 —|—F3d83 /FldSl + /F2d82 —|—/F3d83.
Ele! Ele! Ele! Ele!

Dla udowodnienia twierdzenia wystarczy wykazaé trzy rownosci:

F I I
/F1 dSl = @ /F2 d82 == & /F3d83 /bdv (640)
Q Q Q

Udowodnimy ostatnia réwnosé¢, pozostate dowodzi sie analogicznie. Skoro €) jest obszarem
typu I (Jak réwniez typu 111 III), to istnieje para funkeyj

Z:f1($7y)7 Z:fZ(xvy)

ze wspélna dziedzina D jako obszarem elementarnym na plaszezyznie (X,Y) takich, ze
Q) jest zbiorem wszystkich punktéw (z,y, z) spelniajacych

filz,y) <z < fola,y) dla (z,y) € D.

Dzieki wzorowi (6.16) mamy

(x,y)

(e [
Q

fi(zy)

zatem

/ %% o = / J 1B,y fale,y)) = Fao,y, il y)) do dy. (6.41)
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Brzeg 090 obszaru € jest powierzchnia zamknieta, ktérej cze$é gorna Sy jest wykresem
funkcji fy, a czesé dolna Sy jest wykresem funkeji fi. W takim razie

/F3d83 = /F3d83 —/F3d83.
o0 52 Sl

Nie ma wktadu od powierzchni bocznej, bo tam ds3 = 0. Drugi wyraz wzieliSmy z mi-
nusem, bo aby wektor ds na powierzchni dolnej mial zwrot zewnetrzny, to jego trzecia
wspétrzedna musi byé ujemna. Wykorzystujac wzér (6.34) napiszemy to

/F3d83 = //F3($,y,fz($7y))dxdy—//F:a(x,y,fl(x,y))dxdy,

D D

a to sie pokrywa z prawa strona wzoru (6.41). Wobec tego udowodniliémy ostatnia réwnosc
(6.40). W

Zalozenie o 1V typie obszaru () postuzyto jedynie do tego, by mozna bylo go opisac
dwiema powierzchniami ograniczajacymi go z dwéch stron i bedacymi zarazem wykre-
sami funkcyj. Twierdzenie mozna uogolnic¢ na obszar jednospdjny, gdyz taki obszar mozna
porozcina¢ na czesci typu IV, a catki po powierzchniach rozcinajacych beda liczone dwu-
krotnie z przecinymi zwrotami, wiec sie zniosa.

Twierdzenia Gaussa i Stokesa sa bardzo wazne w elektromagnetyzmie, gdzie pozwalaja
zamieni¢ catkowe réwnania Maxwella na rézniczkowe réwnania Maxwella.

Twierdzenie 6. Jesli B jest polem wektorowym na IR? takim, ze div B = 0, to istnieje
pole wektorowe A o wlasnosci B = rotA.

Dowod. Wystarczy wskazac jedno takie pole A. Ot6z wezmy

Y

Ay(r) :/ZBQ(:L',y,t) dt—/Bg(:z;,t,O) dt, As(r) = —/ZBl(:z;,y,t) dt,  As(r) = 0.

0

Liczymy poszczegdlne wspotrzedne rotacii tego pola:
(I’Ot A)l = 82143 - 83142 = 0 - (—Bl) = Bl, (642)

(I’Ot A.)2 == 83141 — 81143 == B2 —0= BQ, (643)

z z

_ _ 0B, 0B,
(rot A)s = 01 Ay — b Ay = —O/a—x(x,y,t) dt — / a—y(:z;,y,t) dt + Bs(z,y,0)

o

= B3($,y,0) - /(alBl + aQB?)(xvyvt) dt.
0

Ze znikania dywergencji wynika, ze wyrazenie w nawiasie mozna zastapi¢ przez —dsBs,
wiec

1B
(I’Ot A)3(r) = B3(x7y70)+/ a—t?)(xvyvt) dt = Bg(l’,y,O)—|—B3($,y,Z)—B3($,y,O) = B3(r)‘
0
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A to razem 7z (6.42) i (6.43) oznacza réwno$¢ wektorowa rotA =B W

Oznaczenia w tym twierdzeniu zostaly wziete tak, zeby pasowaty do elektromagnety-
zmu, gdzie B jest indukcja magnetyczna, zas A nazywa sie potencjalem magnetycznym
lub  potencjatem wektorowym. Trzeba tu ostrzec, ze inaczej niz w Twierdzeniu 4, pole
wektorowe B nie moze mie¢ punktéw wytaczonych. Na przyktad grawitacyjne pole sit
masy punktowej F(r) = —GmMr/r® ma wlasnoéé div F = 0 wszedzie tam, gdzie jest
okreslone, a nie ma dla niego A takiego, zeby F = rotA.

Skoro rotacja gradientu jest zerem, to pole wektorowe A’ = A + grad y dla skalarnej
funkeji y daje
rot A" = rot A + rot(grad y) = rot A = B.

Wobec tego pole A’ réwniez moze by¢ potencjalem wektorowym dla pola B. To oznacza,
ze dla ustalonego pola B o wlasnosci div B =0 jest nieskonczenie wiele pol A dajacych
rownos¢ B= rot A. Przy tym owe pola A réznia sie miedzy soba o gradient funkcji
skalarne;j.



