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Streszczenie

Program Hydro-Dynamica rozwiazuje problem przeplywu cieczy dla dowolnej geometrii przeszkod oraz zrodel cieczy.
Niniejsza dokumentacja opisuje podstawy fizyczne i numeryczne zastosowanego modelu oraz metody rozwiazania. Do
pelnego rozwigzania réwnan nieliniowych przeplywu cieczy niescisliwej uzyta zostala metoda SIMPLE, ktéra mimo

nazwy okazuje si¢ wcale nie taka ’prosta’.

1 Wstep

Zalozeniem programu, ktéry niniejsza dokumentacja
bedzie opisywaé, bylo, by daé¢ uzytkownikowi
narzedzie do rozwigzania w miare dowolnego problemu
dwuwymiarowego przeplywu cieczy niescisliwe;j.

Wybdér modelu opisujacego zachowanie cieczy oraz
metody rozwiazania potrzebnych réwnan nie byl prosty.
Istnieje bowiem kilka rézych podej$¢é m. in. metoda
czastek znaczonych [8;, 7], w ktérej Harlow i Welch
jako pierwsi podjeli sie numerycznego rozwiazania
probleméw hydrodynamiki niescisliwej przez bezposrednie
rozwiazanie rownan Naviera-Stokesa oraz uzycie siatki
obliczeniowej FEulera. Wprowadzili oni do modelu
bezmasowe pseudo- czastki, ktore pozwalaja w prosty

spos6b gledzié ruch powierzchni swobodnej cieczy!. Innym
podejsciem do rozwiazania réwnan Naviera-Stokesa jest
podejécie Lagrange’a [2], ktére sprowadza si¢ do $ledzenia
trajektorii kazdej czasteczki cieczy z osobna.

Dla potrzeb programu ”HydroDynamica” wybratem
metode SIMPLE, ktérej opis w polskiej literaturze
wystepuje m.in. w [2], a dokladniejszy opis algorytmu
znalezé mozna w angielskojezycznych pozycjach [1, 4, 5, 6].

Nazwa metody - 'SIMPLE’ - jest skrotem od ’Semi
Implicit Method for Pressure Linked Equations’, co na
potrzeby niniejszej dokumentacji przetlumaczmy jako
"Pseudo Niejawna Metode dla Réwnan taczonych przez
Cisnienie?’. Przy okazji - bede niezmiernie wdzieczny za

LPatrz réwniez program 'Fluid’.
2SIMPLE = PNMRLC? :)



wszelkie uwagi co do ww tlumaczenia. Metoda SIMPLE
wybrana zostala ze wzgledu na kilka cech, ktére okazaty
sie by¢ bardzo uzyteczne w programie o jakim mowa
byla na poczatku ww wstepu: wystarczajaca doktadnosé
rozwiazania, uzycie metody siatek rozbieznych (ulatwienie
w implementacji), stabilno$é i dos$é¢ bezposrednia oraz
intuicyjna konstrukcja warunkéw brzegowych.

2 Rownania Naviera-Stokesa

Dla potrzeb programu zapiszmy dwuwymiarowe rownania
Naviera-Stokesa w postaci bezwymiarowej: 3:

o
1
88—1; = (W)W - Vo + VT (1)

D=Vu =0 (2)

Gdzie réwnanie (2) jest réwnaniem ciaglosci i musi byé
spelnione w trakcie calego czasu symulacji.

3 Metody oparte na zmiennych
prymitywnych

Algorytm SIMPLE, ktéry bedziemy opisywaé wymaga
uzycia formuly rownan NS opartych na zmiennych
prymitywnych. Oznacza to tyle, ze uzywaé¢ bedziemy
formy réwnan NS ze zmiennymi u,v,p, gdzie u = (u,v)
jest wektorem predkosci, a p oznacza ci$nienie. Mozemy
przepisa¢ réwnania NS w formie rézniczkowej dla obu
sktadowych predkosci z osobna:
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Réwnanie cigglosci przepiszmy w formie:
Ou Ov 0
or Oy
Oba powyzsze réwnania uzyte zostana jako punkt
wyjsécia do rozwiazania metoda SIMPLE.

(5)

3.1 Algorytm SIMPLE

Szkic algorytmu SIMPLE rozwiazania
przedstawiony zostal na rysunku (1).

rownan NS

3Rozpatrujemy przeptywy bez sil zewnetrznych, np. grawitacji.

Zgaduj:
(PH™ UV

Rozwiaz (3),(4) na:
(U*)n+1 ,(V*)nn

Rozwiaz réwnanie
Poissona

(P)

Ut =(U*)n(U)
Vo =(VA) (V)

P =(P*)"+(P")

Wizualizacja

Rysunek 1: Szkic algorytmu SIMPLE

Najpierw zgadujemy poczatkowe wartosci pola
ciénienia® (P*)" i ustalamy (odgadujemy) pola predkosci
- (U™, (V*)™. Wtedy réwnania (3) i (4) sa rozwiazane
dla uzyskania wartosci (U*)" 1, (V*)"1, Po tych krokach
musimy rozwiazaé réwnanie korekty cisnienia:

1

2 1
VP =R

(V-V) (6)
Po tym, uzywamy prostych relacji, aby uzyskac
poprawione wartosci pdl cidnienia i predkosci. Przy
rozwigzaniu probleméw stacjonarnych mozemy tez
sprawdzi¢ w tym miejscu czy rozwiazanie jest zbiezne.

3.2 Metody numeryczne w SIMPLE
3.2.1 Siatka Rozbiezna

Dla dyskretyzacji réwnan rézniczkowych NS uzyjemy
siatki rozbieznej. Na obrazku (2) zostala przedstawiona
siatka rozbiezna prostokatna. Zmienne prymitywne
zostaly umiejscowione w réznych punktach siatki. Méwiac
w réznych punktach, mamy na mysli, Ze ciSnienie,
predko$¢ pozioma i predkosé pionowa NIE znajduja
sie w tym samym punkcie komoérki siatki. Stad
tytulowa ”rozbiezno$¢” siatki obliczeniowej. W punkach
catkowitych 4,5 siatki umiejscowione zostaly wartosci
ci$nienia P, w punktach poléwkowych poziomo - ¢+ 0.5, j

4Indeksy oznaczaja pojedynczy krok obliczeniowy, gdzie 'n+1’
oznacza krok biezacy.



| Rézniczka | Schemat Réznicowy | Typ, doktadnosé |
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Tabela 1: Schematy dyskretyzacji uzyte w algorytmie
SIMPLE.

oraz w punktach poléwkowych pionowo - ¢, 740.5 potozone
zostaly wartosci predkosci odpowiednio u oraz v.

Tak zdefiniowana siatka rozbiezna pozwala na uzycie
prostych dyskretyzacji i osiagniecie doktadnosci drugiego
rzedu [8, 4, 5, 6].
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Rysunek 2: Siatka rozbiezna: pelne koétka P, kétka puste
U predkos¢ x, krzyz V skladowa y-predkosci.

3.2.2 Dyskretyzacja

Pierwszym krokiem przy rozwiazaniu numerycznym
rownan NS bedzie przeprowadzenie dyskretyzacji na siatce
obliczeniowej.

W tabeli 1 przedstawione zostaly wszystkie schematy
uzyte do dyskretyzacji réwnan dynamiki. Uzywajac
zaprezentowanych schematéw wyprowadzi¢ mozemy

numeryczne schematy obliczeniowe [1]. Réwnania (3) ,
(4) zdyskretyzowane na siatce rozbieznej zapisa¢ mozemy
w formie® 6:

n+1

05, = Uiros,; + AL (A— (Az) (pis1,; — piy)) (7)

vl los = ulivos + AL (B— (Ay) " (pijr1 —piy)) (8)

gdzie A i B zostaly zdefiniowane jako:
A=—a;+ (Re)™ - (a3 + a4)

B=-b + (R6)71 . (bg + b4)

odpowiednio zapisujemy tez:

(10)
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Teraz mamy zapisane prawie wszystko. Pozostalo
zdefiniowaé¢ predkosci "z kropka”:
U= 0.5 (ui—0.5,j +Ui—0.5,j+1) (17)
w=0.5- (Uit0.5,5 + Uit0.5,5+1) (18)
v =0.5"(vij+0.5 + Vi+1,j+0.5) (19)
0 =0.5- (vij—0.5 + Vit1,5-05) (20)

5W ksigzce [1] nalezy uwazaé na bledy drukarskie w
wyprowadzonych schematach numerycznych.

6W ogélnoéci przedstawione zostaty tylko ogélne schematy
calkowania réwnan, dla potrzeb algorytmu SIMPLE nalezy
oczywiscie uzupetnié je o wszelkie indeksy ’ lub *.



3.2.3 Roéwnanie Poissona

Dla réwnania uzyjemy prostej metody iteracyjnej
wyprowadzonej wprost ze schematéw numerycznych
dyskretyzacji. Na obrazku (3) zostaly zaznaczone punkty
uzyte do iteracji dla kazdego punktu (7, ) na siatce.

i-1,j ij i+1

Pi,j+1
Rysunek 3: Punkty na siatce rdéznicowej uzyte do
rozwiazania iteracyjnego rownania Poissona.

Uzytem schematu 4-ro punktowego dla przyblizenia
operatora Laplace’a. Bezposrednio z [1] wyrazenie
na pojedynczy krok rozwigzania réwnania Poissona
zapisujemy jako:

iy =—a" (b (Piay + Pic1y) + e (0f e +Pi 1) +d)

(21)
gdzie:

a=2At {A%Q + A%ﬂ} (22)

b= f% (23)

c= _AA_th (24)

1 1
d= Az [Wit0.5,5 — Ui—0.5,j]+A—y [Vi,j+0.5 — Vij—0.5] (25)

Uzywamy réwnania (21) dla wszystkich punktéw
wewnetrznych na siatce. Nastepnie sprawdzamy czy
otrzymane rozwiazanie zbieglo odpowiednio blisko
do wartosci dokladnej (inaczej moéwiac sprawdzamy
najwieksza réznice miedzy starym a nowym polem
ci$nienia). Jedli réznica ta jest mniejsza od pewnego
skonczonego € > 0, rozwigzanie uznajemy za dostatecznie

dokladne.



4 Program Hydro-Dynamica

Program Hydro-Dynamica rozwiazuje réwnania Naviera-Stokesa na siatce prostokatnej, dwuwymiarowej przy zadanych
warunkach brzegowych oraz rozkladu zrédel cieczy. Jak wspomniatem we wstepie do dokumentacji, zalozeniem byto,
by uzytkownik byl w stanie w prosty sposob definiowaé problem hydrodynamiczny do rozwiazania.

4.1 Interfejs uzytkownika

Obstuga programu sprowadza sie do zaprojektowania siatki obliczeniowej. Projekt rozpoczynamy od zdefiniowania
ogo6lnych wladciwosci siatki. Nastepnie przy pomocy myszki oznaczamy odpowiednie komorki siatki jako komorki
wyelnione ciecza, komoérki wpltywowe / wyplywowe lub komorki brzegowe.

Program pozwala uzytkownikowi na zdefiniowanie sposobu wizualizacji oraz rodzaj pliku wynikowego (oddzielne
klatki lub animacja).

Interfejs uzytkownika podzielony zostal na dwa oddzielne okna.

4.1.1 Okno Gléwne Programu

Okno gléwne programu podzielone zostalo na dwie czesci (rysunek 4).
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Rysunek 4: Okno gtéwne programu.

Po stronie lewej widoczny jest prostokatny obszar z naszkicowang siatka obliczeniowa. W obszarze tym przy pomocy
myszki zaznacza¢ mozemy poszczegdlne komérki siatki obliczeniowej i zmieniaé ich rodzaj. Rodzaj komérki wybieramy
7 czeéci prawej okna (zakladka ”Cells”). Do wyboru mamy nastepujace rodzaje komérek”:

e ”Slip Boundary” - komérki brzegowe z warunkiem pelnego poslizgu cieczy
e "No Slip Boundary” - komérki brzegowe z warunkiem braku poglizgu cieczy
e "Move Boundary” - komérki brzegowe z ustalona predkoscia przesuwu

e "Inflow” - komoérki wplywu cieczy (z mozliwoscia okreslenia kierunku wplywu)

7Opis bazuje na wersji angielskojezycznej programu, przy czym bezposérednio odnosi si¢ réwniez do wersji polskie;.



e 7Outflow” - komérki wyplywu cieczy

Dla komorek brzegowych poruszajacych sie oraz dla komérek wplywowych mozna réwniez okresli¢ predkosé domysing

w komorce.

Przed przystapieniem do definiowania wlasnych ukladéw przeszkdd / Zrédel cieczy, proponuje zapoznaé sie z
zamieszczonymi przykladami (pliki .grid). Istnieje bowiem kilka ogélnych zasad, ktérych nalezy sie trzymaé by
otrzymac rozwiazanie stabilne problemu.

Przede wszystkim definiowany problem musi byé¢ “rozsadny” - losowe rozmieszczenie komorek brzegowych i
wplywowych / wyplywowych na siatce na pewno nie da dobrych wynikéw.

Podstawowe zasady, ktorych nalezy sie trzymaé przy definiowaniu wlasnego problemu:

e Rozmiary siatki wybieraé tak, by nx >= ny
e Oznaczyé komdrki na brzegach siatki (najbardziej na lewo/prawo/do géry/na dét) jako:

— Komoérke brzegowa,
— Koméke Wptywowa
— Komorke Wyplywowa

e Komérki brzegowe wewnatrz obszaru symulacji stawiaé podwdjnie (pojedyncze $ciany brzegowe przenosza

informacje)

W zakladce ”Simulation Properties” mozemy okresli¢ liczbe charakteryzujaca rodzaj badanego przeplywu
(bezwymiarowa liczba Reynoldsa), a takze krok czasowy symulacji. W przypadku wystapienia niestabilnosci nalezy
krok czasowy zmniejsza¢. Dodatkowo istnieje w programie réwniez opcja ustawienia wartosci predkosci poczatkowej
(”odgadniecie” pola predkosci) przez reczne ustawienie predkosci poziomej i pionowej w zakladce ”Simulation
Properties”. Ustawienie predkosci poziomej = 1.0 przydaje sie w przypadku badania przepltywow typu cialo w tunelu

aero dynamicznym.

4.1.2 Okno Obliczen

Po stworzeniu siatki obliczeniowej uzywajac przycisku ”z wykrzyknikiem” lub przycisku ” Calculate It” przechodzimy
do okna obliczen (rysunek 5), gdzie definiujemy sposéb wizualizacji oraz zapisu plikéw wynikowych.
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Rysunek 5: Okno Obliczeniowe.

Do wyboru uzytkownika pozostaje sposdéb wizualizacji przeplywu, gdzie mozna dowolnie taczy¢é wybrane sposoby

wizualizacji (patrz sekcja z rezultatami).



Roéwniez wielkosé obrazka dla plikéw wynikowych moze byé przez uzytkownika zmieniana przez zmiane wartosci
w polu ”Output Size”. W przypadku rozdzielczosci > 1 procedura do wizualizacji interpoluje wartosci z siatki
obliczeniowej dla uzyskania rozmytego powieckszenia.

Pole ”Save Frame Interval” stuzy do ustalania co ktora klatka symulacji ma zostaé zapisana w procesie tworzenia
animacji/zapisywania klatek.

Uwaga: W przypadku wystapienia btedu przy probie zapisania animacji w formacie .avi nalezy zmniejszy¢ wielkos¢
obrazka wynikowego (" Output Size”).

5 Na koniec..

Program ”Hydro -Dynamica” napisany zostal w jezyku C++. Przy odrobinie silnej woli kod programu moze zostaé
przekompilowany pod systemem Linux. Przeno$no$é kodu uzyskana zostata przez uzycie biblioteki FOX® do stworzenia
interfejsu uzytkownika.

Program w wersji wykonywalnej rozpowszechniany bedzie na zasadzie freeware i dostepny bedzie na mojej stronie
domowej®.

Na plycie CD ktéra oddaje znajduje sie program w dwéch wersjach jezykowych, przyklady siatek obliczeniowych,
niniejsza dokumentacja, animacje wygenerowane programem oraz kod zrédlowy programu. Prosze o nie
rozpowszechnianie kodu zrédtowego doltaczonego do programu.

Zycze owocnej pracy z programen.

6 Rezultaty

W tej czedci dokumentacji prezentowane sa wybrane problemy hydrodynamiki rozwiazane przy pomocy programu
”Hydro -Dynamica”.

8http://www.fox-toolkit.org/
9http://panoramix.ift.uni.wroc.pl/~maq



Rysunek 6: Klasyczny problem testowy - ”jaskinia” z poruszajaca sie gérna plyta. Charakterystyczne dwa wiry
powstaja dla liczby Re=400. Problem w oryginalnym nazewnictwie znany jako ”Driven Cavity”.

Rysunek 7: Przeplyw cieczy o niskiej liczbie Reynoldsa = 10 przez konfiguracje trzech szczelin. Wizualizacja przez
linie pradu oraz pola predkosci poziomej (kolor czerwony) i pionowej (kolor zielony).



Rysunek 8: Przeplyw turbulentny cieczy dla Re=400 w przypadku optywu przez "krazek”. Ciecz za cialem oplywanym
tworzy charakterystyczne wiry, znane w literaturze tematu jako ” Vortex Karman Street”.
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