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Sticky Note
I just found this thesis on my hard disk. It was never put online before. Please note although I put a lot of attention to code validation with experiment & other papers it is MSc only and I think using SIMPLE-like method for transient flow was not the best choice. Enjoy!
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Sticky Note
Właśnie odnalazłem to na swoim dysku twardym, nigdy nie umieszczałem wcześniej online więc naprawiam swój błąd. Mimo że w tej pracy położyłem duży nacisk na walidację kodu przy pomocy danych z innych prac (eskepryment i teoria) to dziś myślę, że użycie schematu bazującego na SIMPLE do symulacji zjawisk zaleznych od czasu nie było najlepszym pomysłem. Tak czy siak, miłej lektury.


Woda bywa czasem gwattowna, a czasem
silna, czasem kwasna, a czasem gorzka,
czasem stodka, a czasem rzadka lub gesta,
czasem przynosi cierpienie lub zaraze, czasem
daje zdrowie, czasem jest trujgca. Przechodzi
tak liczne i rozne zmiany, jak rozne sq
miejsca, przez ktore przeptywa. Tak jak lustro
zmaenia kolor wraz z tym, co sie w nim odbija,
tak woda zmienia sie wraz z charakterem
otoczenia, staje sie glo$na, niszczqca,
spokojna, siarczana, stona, wcielona, smutna,
wsciekta, zla, czerwona, Zotta, zielona, czarna,
niebieska, tlusta, gesta lub rzadka. Czasami
powoduje pozar, czasami go gasi, bywa gorgca
lub zimna, zabiera lub przynosi, niszczy lub
budugje, przyspiesza lub jest stata; wyznacza
czas zZycia 1 $mierci, wzrostu lub zaniku,
czasami zywsi, a kiedy indziej wrecz przeciwnie;
czasem ma posmak, a czasem jest bez smaku,
czasami zatapia wioski wielkq powodzig. Wraz
z uptywem czasu 1 wody wszystko sie zmienia.

Leonardo da Vinct
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Gwaltowny rozw6j komputeryzacji we wezesnych latach 507 i pojawienie sie szybkich super-
komputeréw w duzych osrodkach naukowych na $wiecie, umozliwito rozpoczecie prac nad me-
todami symulacji skomplikowanych zjawisk fizycznych [17]. Jedna z rozwijajacych sie do dzis
dziedzin symulacji sa komputerowe badania nad dynamika cieczy, ang. Computational Fluid
Dynamics (CFD), ktére maja ogromne znaczenie praktyczne w przemysle oraz innych dzie-
dzinach nauki. Z najciekawszych zastosowan CFD wymieni¢ mozna m.in. komputerowe tunele
aerodynamiczne i badania oporow powstajacych przy oplywie cial o réznych ksztattach (prze-
myst motoryzacyjny, badania nad sportem), czy modelowanie zjawisk mieszania i filtrowania
cieczy w trakcie przeptywu [5]. Réwniez wymiana ciepla i zjawiska takie jak chlodzenie (ele-
menty mechaniczne, mikrokomputery) czesto staja sie celem badan. Symulacje komputerowe
cieczy nie sg jednak wykorzystywane jedynie w przemysle, znajduja bowiem swoje miejsce w
wielu innych dziedzinach nauki. W medycynie, bada sie¢ np. przeplyw krwi przez naczynia
krwionos$ne [36]. W ochronie $rodowiska problemy emisji i rozprzestrzeniania zanieczyszczen
analizowane sa rowniez z pomoca narzedzi komputerowego badania przeptywow [7]. Do$¢ nowa
i obiecujaca dziedzing wiedzy silnie zwigzana z CFD sa badania nad $rodowiskiem wodnym i
panujacym w nim zyciem [26, 29].

Nie bez znaczenia sg réwniez walory estetyczne zjawisk towarzyszacych dynamice cieczy
[9]. Burzliwy rozwdj grafiki komputerowej w ostatnich latach spowodowal zapotrzebowanie
przemystu filmowego i gier komputerowych na coraz bardziej wyrafinowane efekty specjalne.
Jedna z najtrudniejszych aspektéw komputerowej animacji jest realistyczne odtworzenie ruchu
cieczy z uwzglednieniem jej fizycznych wtasciwosci. Pionierskie prace w tym obszarze wykonali
Foster i Metaxas w 1996 roku [12]. Mozemy nie zdawaé sobie z tego sprawy, jednak ogladajac
filmy animowane z ostatnich lat, oprocz dobrego kina, przygladamy sie réwniez rozwigzaniom
ztozonych réwnan matematycznych [11].

Konsekwencja skomplikowanych zjawisk towarzyszacych dynamice przeptywéw jest ztozony
opis matematyczny sformutowany w postaci nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych.
Ogolne rozwigzanie rownan przeptywu mozliwe jest jedynie poprzez ich numeryczne przybli-
zenie z uzyciem odpowiednich schematéow numerycznych. Duza ilosé praktycznych zastosowan
metod symulacji CFD spowodowaty powstanie komercyjnych pakietéw obliczeniowych (Fluent,
ICEM CFD, Flow3d itp.). Oprécz zastosowan czysto praktycznych istnieja réwniez przestanki
naukowe do konstrukcji nowych kodow. Nie istnieje bowiem rozwigzanie idealne, a wybrane
metody catkowania i w konsekwencji schemat numeryczny rozwigzania ograniczony jest do
okreslonego zakresu zjawisk fizycznych. W przypadku gotowego oprogramowania, nie jesteSmy
w stanie pozna¢ blizszych szczegdétéw budowy i jego dziatania, a to niekiedy wplywa na ograni-
czone mozliwosci analizy otrzymywanych rezultatow. Z tego wzgledu w celu doktadnej analizy
badanych zjawisk, po doktadnym okresleniu warunkéw w jakich one przebiegaja, wygodniej
jest stworzy¢ kod numeryczny od poczatku, sprawdzajac na kazdym etapie prac zgodnos¢ jego
dziatania z danymi doswiadczalnymi.

W niniejszej pracy gtéwny nacisk potozony zostanie na stworzenie kodu obliczeniowego
pozwalajacego na symulacje zjawisk zachodzacych w cieczach niedcisliwych. Omoéwienie kon-
strukcji kodu numerycznego zaczniemy od wprowadzenia w rozdziale 2 podstaw matematycz-
nych, réwnan przeptywu Naviera—Stokesa. Nastepnie w rozdziale 3, po wprowadzeniu pojecia
siatki roznicowej, zajmiemy sie budowg schematéw réznicowych potrzebnych do dyskretyzacji
rownan, analizujac i testujac poszczegdlne przyblizenia. To pozwoli nam w rozdziale 4 zajac
sie szczegbtami procedur numerycznych dla cieczy w obszarach zamknietych (bez powierzchni
swobodnej). Przeprowadzone zostana tez testy walidacyjne uzyskanego kodu, gdyz poprawnosé
jego dziatania na tym etapie bedzie miata kluczowe znaczenie dla dalszego rozwijania. W roz-
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1 WSTEP

dziale 5, kod numeryczny rozszerzony zostanie o bezmasowe czastki znaczone, ktore pozwola
na sledzenie ruchomych warunkéw brzegowych na powierzchni swobodnej cieczy. Po ich wy-
prowadzeniu, przeprowadzone zostana kolejne testy poprawnosci dziatania kodu, a otrzymane
wyniki sprawdzone zostang z teorig i doswiadczeniem. Tak uzyskany kod obliczeniowy, ktory
roboczo nazwiemy metoda SIMPLE-MAC, pozwoli nam nastepnie na przeprowadzenie kilku
waznych, z punktu widzenia hydrodynamiki, symulacji. Zajmiemy si¢ zjawiskami zachodzacych
w cieczach niescisliwych w kanatach zamknietych oraz otwartych (ciecz z powierzchnia swo-
bodna). Wprowadzenie do rozwiazywanych zagadnien oraz wyniki ich symulacji przedstawione
zostang w rozdziale 6. Analize, wnioski oraz kierunki rozwoju kodu obliczeniowego SIMPLE-
MAC omawiamy w 7. W dodatku A zamieszczone zostana rezultaty symulacji po zastosowaniu
kolorowej wizualizacji.

Fotografia kropli na stronie tytutowej umieszczona zostalta dzieki uprzejmosci jej autora,
prof. Andrew Davidhazy’ego z Rochester Institute of Technology. Sentencja Leonarda da Vinci
w cytowanej formie pochodzi ze strony internetowej:

http: //www.water.eat-online.net/polski/arts /leonardo_water. htm.

Za cierpliwo$¢ i wsparcie dziekuje zonie, Klaudii. Przy kolejnych etapach powstawania pracy
swoja pomoc zaoferowali m.in.: dr Tomasz Bednarz, Katarzyna Boronska, Piotr Boronski, prof.
Xing Cai, Francis F. Harlow, Jakub Kominiarczuk, prof. Henryk Kudela, prof. Sean McKee,
dr Witold Suchecki, Szymon Tengler oraz opiekun tej pracy dr Janusz Szwabinski. Osobom
tym chcialbym w tym miejscu serdecznie podziekowaé.

Do sktadu pracy wykorzystane zostalo oprogramowanie ogélnodostepne (IXTEX, dystry-
bucja MikTex), pracujace pod systemem operacyjnym Windows. Kody numeryczne pisane
byty w érodowisku Visual C' + + 6.0, a obrazki do pracy powstaty w programie Visio 2000.
Za wykupienie i udostepnienie licencji na uzycie wymienionego oprogramowania chciatbym
podzickowaé¢ wtadzom Uniwersytetu Wroctawskiego.



2 ROWNANIA NAVIERA-STOKESA

2 Roéwnania Naviera—Stokesa

Jednym z najczesciej stosowanych modeli matematycznych w hydrodynamice sa réwnania
Naviera—Stokesa. Mozna je wyprowadzi¢ z fundamentalnych praw zachowania (masy i energii)
oraz drugiej zasady dynamiki Newtona [3, 40]. W tym rozdziale przedstawiony zostanie szkic
wyprowadzenia réwnan Naviera—Stokesa dla cieczy niescisliwej.

2.1 Réwnanie cigglosci

Pierwszym z rownan, ktore omoéwimy, bedzie réwnanie cigglosci w sformutowaniu hydrody-
namicznym. Wprowadzmy do rozwazan zlokalizowana gesto$¢ cieczy o(r,t) zakladajac jej
zmiennos¢ wzgledem czasu i przestrzeni. Z warunku zachowania masy w uktadzie zamknie-
tym zapiszemy relacje pomiedzy szybkoscia zmian masy w objetosci V', a strumieniem masy
przechodzacym przez powierzchnie S ograniczajaca te objetos¢:

%// odt = —ﬂ oudsS. (1)

Korzystajac z twierdzenia Gaussa,

ff ewas = [[[ V- (ou)ar 2

z rOwnania (1) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe wyrazajace warunek zachowania masy w
ukladzie zamknietym®:

%—l—v-(gu)zo. (3)
W ogélnym przypadku réwnanie (3) jest rownaniem ciagtosci cieczy o zmiennej gestosci. Jednak
w zakresie zjawisk omawianych w niniejszej pracy (ciecz niescisliwa), naturalnym zatozeniem,
ktére przyjmiemy, jest zalozenie staltej gestosci pltynu (0 = oo = const) w calej objetosci. W
takim ukladzie réwnanie (3) upraszcza sie, gdyz pochodna dp.. /0t jest réwna zeru. Otrzymu-
jemy warunek

V-u=0, (4)

ktory moéwi, ze dywergencja pola predko$ci wynosi zero. Réwnanie (4) stanowi pierwsze z
dwoéch réwnan Naviera—Stokesa dla cieczy niescisliwe;j.

2.2 Roéwnanie dynamiki

Podobnie jak w przypadku rownania ciggtosci, do wyznaczenia rownania rézniczkowego opi-
sujacego dynamike elementu cieczy wykorzystuje sie zasady zachowania (tu: pedu i energii).
Czytelnika odsytamy do zrodet [3, 15, 40], gdzie znalezé mozna dokladne i $ciste wyprowadzenia

17a uklad zamkniety uwazaé bedziemy uklad, w ktérym nie dochodzi do wymiany masy z otoczeniem.
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omawianych réwnan. W ponizszym podrozdziale zajmiemy sie opisem i fizycznym uzasadnie-
niem réwnania dynamiki - zaréwno jako catosci jak i poszczegdlnych jego cztondéw. Omodwione
zostang rowniez niezbedne uproszczenia wyjsciowej postaci rownan. Celem naszym jest mate-
matyczne sformutowanie przeptywu cieczy niescisliwej w polu sit zewnetrznych.

Ogoélna posta¢ rownania ruchu elementu cieczy zapiszemy przy pomocy operatoréw roz-
niczkowych, co oznacza, ze posta¢ ta prawdziwa jest dla dowolnego uktadu wspotrzednych.
Nastepnie przejdziemy do postaci rézniczkowej, gdzie poszczegdlne operatory zamienione zo-
stang na pochodne okreslajac jednoczesnie zatozony przy przejsciu uktad odniesienia.

Réwnanie dynamiki elementu cieczy zapisa¢ mozemy w nastepujacej postaci? [15]:

ou |
7‘1 = (0 V) - Oy Q“v?u* +gt (5)

Kazdy z czterech cztonéw, stojacych po prawej stronie réwnania (5) posiada swoja literaturowa
nazwe i konkretne znaczenie fizyczne:

czton konwekcyjny —(u* - V)u*, odpowiadajacy za obecnosé sit inercyjnych w cieczy,

czton lepkosciowy (dyfuzyjny) Q%V2u*, odpowiadajacy za zjawiska zwigzane z tarciem
wewnetrznym w cieczach,

e czlon ci$nieniowy —QLVp*, zapewniajacy niescisliwosé ptynu w przypadku takiego sfor-
mulowania réwnan (réwnowazy niezerowa dywergencje cztonu konwekcyjnego),

czton opisujacy wpltyw sit zewnetrznych g*.

Réwnanie (5) uzna¢ mozna za analog drugiej zasady dynamiki Newtona w przypadku dyna-
miki cieczy. Pochodna czastkowa predkosci (lewa strona réwnania) ma znaczenie przyspieszenia
elementu objetosci, a prawa czes¢ rownania posiada wymiar sity dzielonej przez mase.

2.3 Bezwymiarowa posta¢ réwnan

W praktyce dos¢ czesto wystepuje sytuacja, kiedy niemozliwym jest doktadne odtworzenie
warunkéw fizycznych charakterystycznych dla badanego zjawiska. Podstawowymi problemami
przy modelowaniu i badaniu cieczy moga by¢: duze rozmiary badanych uktadow, niewielka
lepko$¢ wprowadzajaca niestabilnosci do numerycznych rozwiazan, duze predkosci lokalne -
trudne do pomiaru jak i symulacji.

W celu lepszego opisu numerycznego badanego zjawiska wprowadzimy za [15] bezwymia-
rowg postaé rownan Naviera—Stokesa. Dla konkretnego problemu okreslamy dtugosé charak-
terystyczna L oraz predko$é charakterystyczna us,. Mozemy wéwczas wyznaczy¢ wielkosci
bezwymiarowe: dtugo$¢ = = x*/L, predkosé u = u*/u,, oraz czas t = t*u, /L.

2W celu odréznienia wartosci wymiarowych od bezwymiarowych w réwnaniu (5) poszczegélne wyrazy ozna-
czone zostaly gwiazdka, co wskazuje, ze podane wartosci posiadaja wymiar.
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2.3 Bezwymiarowa postac¢ rownan 2 ROWNANIA NAVIERA-STOKESA

Podstawiajac te wielkosci do réwnania (5), po przeprowadzeniu kilku prostych operacji
arytmetycznych na catym réwnaniu, otrzymujemy réwnania Naviera—Stokesa w postaci bez-
wymiarowej:

ou 1, 1 .
a——(u-V)u—VgojLﬁV u+(F7°)29’ (6)
V-u=0. (7)

Liczby Reynoldsa (Re) oraz Froude’a (Fr) wystepujace w réwnaniu (6) sa przyktadem tzw.
liczb specjalnych (znanych tez pod nazwa liczb kryterialnych). Poprzez podanie wartosci liczb
specjalnych jednoznacznie definiujemy rodzaj i dynamike badanego przeptywu. Uzywajac liczb
Reynoldsa i Froude’a mozemy dowolnie przeskalowa¢ uktad do zadanych, wygodnych doswiad-
czalnie badZ numerycznie wartoéci nie zmieniajac przy tym wlaéciwoéci badanego zjawiska?®.

2.3.1 Liczba Reynoldsa

Liczba Reynoldsa moze by¢ zdefiniowana jako:

oL
Re = 4 ) (8)

14

gdzie v = QL jest lepkoscia kinematyczna, mowi o stosunku sit bezwtadnosci do sit lepkoscio-
wych (tarcia wewnetrznego) w cieczach.

2.3.2 Liczba Froude’a

W przypadku cieczy z powierzchnia swobodng méwi sie réwniez o tzw. liczbie Froude’a réwnej*:

(Fr)* = ﬁ.gol’ (9)

okreslajacej stosunek sit bezwladnosci do ciezaru cieczy.

2.3.3 Inne liczby kryterialne

Wprowadzone liczby kryterialne wiazg sie Scisle z pojeciem podobienstwa przepltywéw. Spetnie-
nie warunku réwnosci liczb Reynoldsa i Froude’a dla dwoch réznych (ze wzgledu na rozmiary,
predkosci poczatkowe) przeptywéw oznaczaé bedzie, ze pomimo tych réznic badane beda ukta-
dy o tych samych wtasciwosciach dynamicznych.

Wprowadzone tu dwie liczby specjalne oraz zwigzane z nimi kryteria podobienstwa prze-
plywow nie sg jedynymi istniejacymi. W mechanice ptynéw wyrdzniamy jeszcze m.in.

e kryterium zjawisk okresowych i liczbe Strouhala,
e kryterium podobienstwa sit cisnieniowych w cieczach i liczbe Eulera,

e kryterium podobienstwa sit ci$nieniowych w gazach i liczbe Macha.

Bardziej doktadng i wyczerpujaca klasyfikacje liczb kryterialnych znalez¢ mozna w literaturze,
np. w [16]. W zakresie badanych przez nas zjawisk okreslenie podobienstwa przeptywéw ze
wzgledu na rownosé liczb Reynoldsa i Froude’a jest wystarczajaca.

3Innymi slowy, przeskalowanie ukladu przy zachowaniu wartosci liczb specjalnych pozwoli zachowaé¢ wlasci-
wosci przeplywu czyniac go tzw. przeplywem podobnym.
4Dla wygody zapisu zwyklo sie w literaturze tematu podawaé kwadrat liczby Froude’a.
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2.4 Réwnania w kartezjariskim ukladzie odniesienia2 ROWNANIA NAVIERA-STOKESA

2.4 Roéwnania w kartezjanskim ukladzie odniesienia

Ze wzgledu na wybor uktadu odniesienia w ktorym bada¢ bedziemy numerycznie przeptyw cie-
czy, rownania Naviera—Stokesa zapisa¢ mozemy w charakterystycznej dla tego uktadu postaci
rozniczkowej. Wybierzmy kartezjanski uktad odniesienia, a w celu uproszczenia zapisu postac
rozniczkows réwnan zapiszemy dla przypadku dwuwymiarowego.

Réwnanie ciaglodei dla cieczy niedcisliwej (4) zapiszemy w postaci rézniczkowej wykorzy-
stujac bezposrednio definicje operatora V w uktadzie kartezjanskim:

Oou  Ov

— 4+ =0 10

or 0Oy (10)
Podobnie réwnanie dynamiki (6) zapisa¢ mozna w przypadku dwuwymiarowym w zachowaw-
czej postaci:

ou ou?* Ouwv Op 1 <82u 82u> 1
T

o 0r oy o Re\oz op) T (Frpt

(11)
ov ov?  OJvu O 1 [(0*v 0% 1
7:_7_7_7p+7 a2 Az T Teaay (12)
ot dy Ox Oy Re\oxz? Oy (Fr)

gdzie odpowiednio réwnanie (11) opisuje przyspieszenie elementu cieczy w kierunki osi x, a
réwnanie (12) przyspieszenie elementu cieczy w kierunki osi y. W przypadku potrzeby wpro-
wadzenia trzeciego wymiaru, konstrukcja odpowiednich rownan jest analogiczna.
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3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

3 Algorytmy numeryczne

Niniejszy rozdzial zawiera opis metod numerycznych potrzebnych do dyskretyzacji réwnan
przeptywu cieczy niescisliwej. Podane metody numeryczne oraz stosowna analiza pod wzgledem
ich wtasciwosci, uzyte zostang w rozwiazaniu numerycznym w dalszej czesci pracy.

3.1 Dyskretyzacja przestrzeni

Ze wzgledu na sposob dyskretyzacji obszaru zajmowanego przez ciecz, symulacje hydrodyna-
miczne dzieli si¢ na dwa rodzaje wyrdzniajac podejscie Lagrange’a i podejscie Eulera [31].
Roznica objawia sie w sposobie konstrukeji oraz dynamice siatek obliczeniowych rozpietych
nad obszarem symulacji.

TN - M
/] By TN A \ ~ NS
A1 TS N
L1 L TN /__\\
L PENy N
— T
B -

Rysunek 1: Siatka obliczeniowa typu Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej).

Na rysunku 1 pokazane zostaly siatki obliczeniowe typu Lagrange’a oraz Eulera. Siatka po
stronie lewej (Lagrange’a) dynamicznie zmienia ustawienie punktéw weztowych wraz z ruchem
(dynamika) cieczy. Siatka po stronie prawej (Eulera) posiada sztywno okreslone (niezmienne)
potozenia punktéow weztowych.

Wybér rodzaju dyskretyzacji przestrzeni zalezy od typu zagadnienia, jednak w praktyce
metod symulacji hydrodynamicznych podejscie Lagrange’a ma ograniczone zastosowanie i sto-
suje si¢ je gtéwnie w opisie przeptywow Scisliwych, jednowymiarowych. Dos¢ ciekawa cecha tego
typu rozwiazan jest samozageszcezenie siatki w miejscach, gdzie wystepuja duze gradienty poél
predkosci, czyli tych najbardziej narazonych na bledy rozwigzania numerycznego. Ze wzgledu
na che¢ posiadania mozliwie ogdlnego rozwigzania oraz charakter zjawisk, jakie zamierzamy
badaé (ciecz niescisliwa o powierzchni swobodnej), obliczenia numeryczne przeprowadzone zo-
stang na siatce typu Eulera.

3.1.1 Rozbiezna siatka obliczeniowa typu Eulera

Przed przystapieniem do konstrukcji analogéw réznicowych réwnan Naviera - Stokesa sprecyzo-
waé¢ musimy budowe i rozmieszczenie zmiennych na siatce réznicowej. Rozwazania te przepro-
wadzimy dla dwoch wymiaréw przestrzennych oraz ze wzgledu na wybor uktadu wspotrzednych
- w kartezjanskim uktadzie odniesienia.

Kompletny stan uktadu opisywany jest przez pole wektorowe predkosci u(r) oraz pole
skalarne ci$nienia® ¢(r). Do celéw dyskretyzacji przyjmiemy najprostsza postaé siatki prosto-

5W dalszej czesci pracy stosowaé bedziemy okredlenie ”ciénienie”, w przypadku pola ¢ pamietaé nalezy, ze
mowa o ci$nieniu odniesionym do statej gestosci ptynu.
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3.1 Dyskretyzacja przestrzeni 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

katnej regularnej, dzielac przestrzen symulacji na réwne komorki - podobnie jak przedstawione
zostalo to na rysunku 1.

Jednym ze sposobow rozmieszczenia zmiennych pierwotnych na siatkach typu Eulera jest
umieszczenie wszystkich trzech zmiennych w centrach komoérek siatki. Podejécie takie okazuje
sie jednak posiadaé¢ cechy uniemozliwiajace sprawne przeprowadzenie numerycznego rozwia-
zania przy pomocy znanych schematéw numerycznych. Oprocz niezbyt jasnej definicji dywer-
gencji predkosci przez komoérke na tego rodzaju siatce okazuje si¢ rOwniez, ze przy rozwiazaniu
iteracyjnym uktadu réwnan liniowych wynikajacym z rownania Poissona na takiej siatce wy-
stepuje tzw. efekt szachownicy, gdzie ze wzgledu na dyskretyzacje czesci zrodtowej rownania,
nastepuje wzmocnienie i ostabienie wielkogci w naprzemiennych weztach sieci 3, 15].

v v
1T 1
uvp uvp u P u P u
-]
uvp uvp u p u pu

Rysunek 2: Podzial przestrzeni przy pomocy siatki prostokatnej z réznym rozmieszczeniem
zmiennych pierwotnych.

Na rysunku 2 pokazane zostaly dwa typy rozmieszczenia zmiennych w przestrzeni. Dla ce-
16w niniejszej pracy wybrana zostala siatka réznicowa rozbiezna® pokazana po prawej stronie
rysunku 2. Ciénienie umiejscowione zostato w centrum komorki, sktadowa predkosci w kierunku
osi x w $rodku prawej i lewej, a sktadowa predkosci w kierunku osi y w srodku gornej i dolnej
krawedzi komérki. Historycznie, siatka rozbiezna tego typu wprowadzona zostata pierwszy raz
w obliczeniach numerycznych cieczy niescisliwej w roku 1965 w pracy [48]. Dzieki takiemu roz-
mieszczeniu zmiennych na siatce definicja dywergencji przez komorke uzyska bardzo elegancka
forme wynikajaca z bezposredniej dyskretyzacji. Rowniez problem zwiazany z iteracja ci$nienia
zostanie wyeliminowany jak pokazano to w [15].

y

\"2
A i,j+0.5

>

Ayl gl C ® C
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“Viios
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: :
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Rysunek 3: Pojedyncza komorka siatki rozbieznej typu Eulera.

Na rysunku 3 pokazana zostata pojedyncza komorka siatki obliczeniowej z zaznaczonym
utozeniem zmiennych pierwotnych w dwuwymiarowym uktadzie odniesienia. Dodatkowo zde-
finiowane zostalty konkretne pozycje tych zmiennych wzgledem centrum omawianej komorki.

W literaturze wystepujaca pod nazwa ang. staggered grid w odréznieniu od siatki z rozmieszczeniem
centralnym zmiennych ang. collocated grid.

14



3.2 Analogi réznicowe pochodnych 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

Rozmiary liniowe komorki Ax i Ay sa cechg omawianej siatki obliczeniowej. W przypadku
potrzeby rozréznienia miejsc bardziej interesujacych w obszarze symulacji lub miejsc podat-
nych na niestabilnosci numeryczne, wprowadzi¢ mozna jedna z technik podziatu (zageszczenia)
siatki obliczeniowej [30, 8|, jednak dla naszych potrzeb ograniczymy sie do statych Az i Ay.

Siatki réznicowej ztozonej z komorek przedstawionych na rysunku 3 uzyjemy do budowy
numerycznych przyblizen kolejnych pochodnych i cztonéw rownan rozniczkowych Naviera—
Stokesa.

3.2 Analogi ré6znicowe pochodnych

Do wyprowadzenia schematéw réznicowych podstawowych pochodnych uzyjemy rozwiniecia
w szereg Taylora. W celu uogélnienia rozwazan wprowadzmy funkcje f okreslong w centrach
siatki obliczeniowej”. Wartosci funkcji oznaczmy przy pomocy indekséw dolnych wskazujacych
umiejscowienie na siatce, co pozwoli zapisa¢ wartos¢ w wezle (¢, 7) jako: f(iAx,jAy) = fi;.
Zmajomo$¢ wartosci weztowych funkcji f pozwala rozwinaé funkcje w szereg Taylora w otocze-
niu wezta (i, 7):
af 1
ot

0% f
fiv1j; = fij + B D2

7| Ax? + O(Az?). (13)
17‘]

Rozwiazanie powyzszego rownania wzgledem poszczegdlnych wyrazéw stojacych po jego prawe;j
stronie pozwoli przyblizy¢ kolejne pochodne przy pomocy znanych wartosci weztowych. Korzy-
stajac z tej techniki® wyprowadzi¢ mozemy analogi réznicowe kolejnych pochodnych uzywajac
warto$ci weztowych siatki Eulera. o

Bezposrednie wyliczenie cztonu Z-|
Tling

nych) wyzszego rzedu daje analog réznicowy postaci:

_z réwnania (13), przy zaniedbaniu wyrazéw (pochod-

af

“J fl-‘rl,j fz,j
pe . + O(Ax), (14)

Az

ktorego postaé wynika wprost z rozwinigcia funkeji f w szereg Taylora. Zgodnie z literaturowym
nazewnictwem moéwi si¢ o aproksymacji réznicowej ,w przod” doktadnosci pierwszego rzedu.
Podobnie konstruuje sie tzw. analogi réznicowe ,w tyl” postaci:

of

or|.
Z7j

fz,] fz 1,7
Az

+ O(Az), (15)

ktore sg wygodne w przypadku potrzeby $cistego natozenia warunkéw brzegowych lub wylicze-
nia wartosci pochodnych w trudnych” miejscach siatek obliczeniowych. Waznym ze wzgledu
na rzad doktadnosci schematem réznicowym jest rowniez schemat centralny:

of - Jiv1g — ficrj

2 = Az?). 1
or|,, Ay OB (16)

"Odpowiednie zastosowanie wyprowadzonych wzoréw do wielkosci umiejscowionych w innych miejscach
siatki sprowadzi sie do przesunie¢ indekséw

8Istnieje inny sposéb na wyprowadzenie schematéw przyblizen pochodnych na dyskretnej przestrzeni poprzez
przyblizanie wielomianowe - czytelnikéw odsytamy do [16].
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3.3 Postac dyskretna rownan przeplywu 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

Jest to schemat drugiego rzedu. W celu przyblizenia drugiej pochodnej funkcji f w punkcie

weztowym siatki *f . nalezy rozwina¢ funkcje f w dwa szeregi Taylora - wzgledem punk-
N

Ox?

tu (i + 1,7) oraz (i — 1, 7). Po ich zsumowaniu oraz rozwiazaniu tak otrzymanego réwnania

wzgledem % otrzymujemy schemat drugiego rzedu przyblizajacy druga pochodna funkcji f
w nastepujacej postaci:

0*f
0x?

Jiv1; — 2fij+ ficrg 2
= g =5 I 4 O(Ax?). 1
) 2yt lots 4 o) (17

Sposob konstrukeji schematéw roznicowych w przypadku innych zmiennych (inne kierunki,
czas t) nie wymaga dalszego komentarza, gdyz schematy te konstruuje sie analogicznie.

3.3 Postaé¢ dyskretna ré6wnan przeplywu

Budowe analogéw réznicowych rownan Naviera—Stokesa opisywaé¢ bedziemy bazujac na ich
rozniczkowej postaci wyrazonej réwnaniami (10), (11) oraz (12). Warunek ciagtosci zapisze-
my przy bezposrednim uzyciu schematu réznicowego ,w przéd”, co daje nam wyrazenie na
dywergencje przez komorke (i, j) postaci:

Ui+0.5,5 — Ui—0.5,5 Vij+0.5 — Vij-0.5
D = + =0. 18
Ax Ay (18)

W dalszej czesci rozwazan rownanie (18) bedzie czesto uzywane w przypadku wyprowadzania
warunkéw brzegowych oraz w celu weryfikacji spelnienia zasad zachowania masy w obszarze
siatki roznicowe;j.

Podobnie korzystajac z wprowadzonych wczesniej schematow jesteSmy juz w stanie wprowa-
dzi¢ dyskretne analogi réwnan dynamiki dla obu kierunkéw przeptywu. Korzystajac z réwnania
(11) przez dyskretyzacje kolejnych czltonéw otrzymujemy analog postaci:

n+1 o n

ij Ui n Pit1,) — Piy
Tar . CONVes, T
1 (ul g5 —2uigs +ul S Ut g — 2u U5 1
N 0.5,5 +0.25,j +1.5,7 + +0.5,7—1 +0é5,] +0.5,7+1 + 295{:-
Re Ax Ay (Fr)
(19)
Podobnie dla kierunku y bezposrednia dyskretyzacja réwnania (11) daje analog postaci:
UT”FI_ n. (,Dn _(,Dn
i,J ij _ n t,J+1 %,J
7At = CONV(’U)Z-’J-_H)ﬁ + T
" 1 Vii—05 — 2Vijy05 T Vii1s n Vi1 405 — 25405 1 Vit1 405 n 1 G, (20)
Re Ay? Ax? (Fr)?7"

Wystepujace w analogach réznicowych (19) oraz (20) wyrazenie CONV () zawiera w sobie
postaé¢ dyskretna cztonu konwekeyjnego®. Nie podajemy gotowego wzoru z uwagi na to, ze w
dalszych podrozdziatach podejmiemy probe analizy réznych sposobow jego dyskretyzacji.

9Notacja wg [10]
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3.4 Dyskretyzacja czlonu konwekcyjnego 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

3.4 Dyskretyzacja cztonu konwekcyjnego

Jak wspomnieliSmy w rozdziale 2.2, réwnanie dynamiki wchodzace w sktad rownan Naviera—
Stokesa zawiera oprocz sit zewnetrznych i cisnienia dwa charakterystyczne cztony: czton kon-
wekcyjny i lepkosciowy. W niniejszym podrozdziale zajmiemy sie problemem dyskretyzacji
cztonu konwekcyjnego réwnan Naviera—Stokesa. Okazuje si¢ bowiem [10, 47] ze w przypadku
dominujacego cztonu konwekcyjnego duza trudnos¢ stanowi doktadna i stabilna symulacja.
Wprowadzonych zostanie kilka najbardziej znanych schematow dyskretyzacji, a ich wtasci-
wosdci zbadamy na przyktadzie modelowego rownania adwekeji dla jednego kierunku przeptywu.

Uew  Upc
| O o——O0——0 O X
ww W : C . E EE
:5 ;:
Ax

Rysunek 4: Notacja uzyta do wprowadzenia ogolnych wyrazen na dyskretyzacje cztonu kon-
wekcyjnego. Linig przerywang zaznaczony zostal obszar kontrolny obliczen.

Wprowadzmy oznaczenia przedstawione na rysunku 4 [10]. Rozwazamy zagadnienie jedno-
wymiarowe z obszarem kontrolnym wielkosci Ax, gdzie w dowolnym punkcie weztowym, np.
C, znajduje sie wielko$¢ oznaczona przez indeks dolny, np. ¢¢. Zaktadamy rowniez znajomosé
predkosci konwekeyjnych ug oraz uy, odpowiednio w punktach weztowych x = E oraz x = W.
Pierwsza pochodng cztonu konwekcyjnego w punkcie x = E zapiszemy w ogdlnej postaci, nie
wyrozniajac jeszcze sposobu dyskretyzacji:

99| _ ¢om — Cbcw'

Ox c Az (21)

Dzieki notacji w réwnaniu (21) wyrazi¢ mozemy nieznane wielkosci ¢or oraz ¢ow przez od-
powiednie punkty wezlowe i przedstawi¢ klasyfikacje metod dyskretyzacji pochodnej konwek-

cyjnej.

3.4.1 Schemat centralny (CD)

Bezposrednie przyblizenie cztonu konwekcyjnego schematem réznicowym (16) daje nastepujace
wyrazenia na nieznane wielkosci w punktach x = CE oraz x = CW:

bop = @ (22)

o — ¢W. (23)

2

Réwnania (22) oraz (23) stanowia definicje schematu réznicowego centralnego dla réwnania
konwekcji znanego w literaturze pod nazwa ang. Central Difference (CD).

bew =
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3.4.2 Schemat ,,pod prad” pierwszego rzedu (FOU)

Korzystajac z wartosci predkosci konwekeyjnych w punktach x = C'E oraz x = CW wprowa-
dzimy wyrazenia na nieznane wielkosci ¢ miedzy weztami, catkujac schematami réznicowymi
pierwszego rzedu (14) i (15), uzalezniajac kierunek catkowania od predkosci ucg i ucw . Niech:

¢C7 Uck > 0
= 24
¢CE { (bE’ ucp < 0’ ( )

|} ¢w, ucw =20
pow = { bc, uew <0 (25)

Réwnania (24) oraz (25) stanowia definicje schematu réznicowego ,,pod prad” znanego w lite-
raturze pod nazwa ang. First Order Upwind (FOU.

3.4.3 Roéwnanie adwekcji

W celu przeprowadzenia analizy poszczegélnych metod dyskretyzacji cztonu konwekcyjnego!®
rozwazmy problem adwekcji na przyktadzie jednowymiarowego réwnania transportu, bez czto-
nu dyfuzyjnego, postaci:

of of
5t - up = 0, (26)
gdzie f okresla koncentracje przestrzenng, a u jest parametrem okreslajacym predkosé przepty-
wu. Rozwigzaniem analitycznym dla stalego parametru u jest transport wtasciwosci f wzdtuz
kierunku wyznaczonego przez predkos$é przeptywu w.
Przyjmijmy nastepujace warunki poczatkowe, wyznaczajace stromy prog koncentracji w
prostym kanale [44]:

1.0, z<u,
flz,to) =4 05, =1, , (27)
0, z>uwm,

gdzie x,, wyznacza poczatkowy prog koncentracji. Wartos¢ brzegowa przyjmijmy réwna Vi > ¢,
f(x = 0,t) = 1.0. W dalszej czesci tego podrozdziatu przeprowadzimy proces catkowania
numerycznego réwnania (26) przy wprowadzonych tu warunkach poczatkowych i warunku
brzegowym.

Zapiszmy analog réznicowy réwnania (26) korzystajac ze schematéw réznicowych wprowa-
dzonych w podrozdziale 3.2. Do dyskretyzacji pochodnej czasowej uzyjemy schematu pierw-
szego rzedu ,w przdd” (14). Dla cztonu konwekcyjnego przyblizymy pochodng schematem
centralnym drugiego rzedu (16). W rezultacie otrzymamy wyrazenie:

n n u n n
fi = fi - Atm( i+1 i—l)' (28)

OTermin adwekcja odnoszacy si¢ do nazwy omawianego réwnania modelowego jest tozsamy z konwekcja
odnoszaca si¢ do odpowiednich czlonéw réwnan Naviera—Stokesa. Rozréznienie wprowadzone zostalo w celu
wygody opisu stownego, jak i ze wzgledu na réznice wystepujace w literaturze tematu.
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Réwnanie (28) jawnie wyznacza stan uktadu w (n + 1) kroku czasowym przy znajomosci
rozktadu funkcji f w kroku n.

Ze wzgledu na kierunek przeptywu wyznaczony przez znak wspétczynnika v w rownaniu
(26) wprowadzmy rowniez dyskretyzacje cztonu konwekcyjnego metoda ,,pod prad”, czyli prze-
ciwnie do stalego w naszym wypadku kierunku transportu korzystajac ze schematu ,w tyl”
(15), dla ktorej analog réznicowy réwnania czystej adwekeji przyjmie postaé:

L _ g Ap L (o pn 29

fz fz Azr (fz z—l) ( )

Korzystajac ze schematéw (28) oraz (29), rozwiazmy zagadnienie transportu postawione w

podrozdziale 3.4.3. Za rozmiar siatki obliczeniowej przyjmiemy Az = 0.1m. Obliczenia prze-

prowadzone zostana dla ze[0; 100]m przy predkosci konwekeyjnej v = 0.01m - s7'. Za krok
czasowy przyjmijmy At = 0.01s;

1.4 T T T

— analitycznie i
— = schemat centralny
= = schemat "w tyl" -

1.2

1

f 0.8 4
0.6 b
0.4 b
0.2 b

0 oy o | |
22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

x [m]

Rysunek 5: Rozwiazanie réwnania czystej adwekcji dla ¢ = 3000(s]. Poréwnanie rozwiazania
dla schematu centralnego oraz schematu "w tyl” z rozwiazaniem analitycznym.

Na rysunku 5 przedstawione zostaty wyniki obliczen numerycznych w chwili ¢ = 3000s dla
dwoéch schematéw catkowania cztonéw konwekeyjnych. Rozwiagzanie analityczne posiada stro-
my uskok progu koncentracji wlasciwoséci f. Jak wida¢ na wykresie, rozwigzanie przy uzyciu
schematu centralnego drugiego rzedu wprowadza oscylacje, wzrastajace przy samym uskoku
wartoéci f. Okazuje sig, ze zmiana gestosci siatki obliczeniowej wcale nie eliminuje tych nie-
doktadnosci i pomimo stabilnosci rozwigzania uzyskujemy wynik niedoktadny. Tymczasem
rozwiazanie metoda nizszego rzedu (metoda ,w tyt”) dalto rozwiazanie gtadkie, co sugerowato-
by, ze metoda nizszego rzedu lepiej przybliza czton konwekcyjny w obliczeniach numerycznych.
Okazuje sie jednak, ze numeryczna dyfuzja wprowadzana przez zastosowanie schematu ,w tyl”
jest bardzo duza. Biorac pod uwage dalsza ewolucje czasows progu koncentracji, charaktery-
styczne rozmycie wartosci f w jego otoczeniu staje si¢ bardzo duze, co pokazane zostato na
rysunku 6.

Przedstawione na rysunkach 5 oraz 6 poréwnanie rozwigzan réwnania adwekcji dla dwoch
roznych schematéw catkowania pokazato, jak niestabilne okazuje si¢ rozwiazanie przy catko-
waniu bezposrednio przy pomocy schematu centralnego. Tymczasem uzycie schematu catku-
jacego, ktory do aproksymacji pochodnej uzywa réznic pierwszego rzedu i wartosci weztowych
w kierunku przeciwnym do kierunku wskazywanego przez predko$¢ u wprowadza sztuczna
dyfuzje wygtadzajaca rozwigzanie. Wygladzenie rozwigzania modelowego przez numeryczna
dyfuzje sugeruje, iz rownanie posiadajace oprocz cztonu konwekcyjnego rowniez czton dyfuzyij-
ny powinno dac¢ si¢ tatwiej rozwiaza¢ przy pomocy procedur numerycznych.

19



3.5 Roéwnanie Poissona 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

1 < <
\ -1 N T \ T \\
\ \ \ \
08F |\ \ \ \ \ |
| t=1000[s] \ t=5000[s] \|  t=9000[s] \| t=13000[s]  \ [t=17000]s]
o6 | ! \ ' 8
f ! ! \ \ \
! ! \ \ \
04 \ \ \ \ \ 7
! ! \ \ \
02f | ! \ \ \ ]
\ \ \ \ \
\ \ N N N
0 ol | LN ! ! ! I ~ L | ~
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
x[m]

Rysunek 6: Rozwiazanie réwnania adwekcji dla v > 0 schematem réznicowym ,w tyl” (linia
przerywana). Poréwnanie do rozwigzania analitycznego (linia ciagla) dla kilku chwil czasowych.
Obliczenia dla Az = 0.5, z€[0; 200]m, reszta parametréw bez zmian.

3.5 Roéwnanie Poissona

W trakcie konstrukeji algorytmu rozwigzywania réwnan Naviera—Stokesa'! pojawia sie zagad-
nienie numerycznego rozwigzania rownania Poissona, czyli problemu postaci:

V2P = —p(r). (30)

Réwnanie Poissona wystepuje bardzo czesto przy probie opisu matematycznego zjawisk fizycz-
nych i w niniejszym podrozdziale zajmiemy si¢ jego rozwigzaniem numerycznym. Réwnanie
(30) zapiszemy, dla uproszczenia dalszych rozwazan, w postaci jednowymiarowej:

0 = —ole). (31)

Zastosujmy schemat dyskretyzacji drugiej pochodnej (17) i dla uproszczenia réwnan przyjmij-
my krok Az = 1, co nie zmienia w zadnym stopniu ogélnosci rozwazan [40]. Otrzymujemy
ogblne wyrazenie na analog réznicowy réwnania Poissona w jednym wymiarze:

PQiy1 =20, + Qi = —p;

Zaktadajac, ze znany jest nam rozktad zrodet p, otrzymujemy nastepujacy uktad rownan linio-
wych, wynikajacy z dyskretyzacji rownania (31) na siatce réznicowej typu Eulera o N weztach:

2P, +9P, = M
Of —2P, +3 = P2
(I)g —2(1)3 +(I)4 = pP3 (32)
Oy 20y +DPy = pn
CDN_l _QCI)N = PN

1 (Czytelnika odsytamy do rozdziatu 4.2 poéwieconemu konstrukeji algorytmu SIMPLE.
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Uklad (32) zapiszemy w zwartej postaci réwnania macierzowego:

Ax = b, (33)

gdzie macierz A jest macierzg wspoétczynnikéw wystepujacych przy wartosciach weztowych
® 7 réwnania (32), a wektory x oraz b sa N wymiarowymi wektorami, ktérych sktadowe
zdefiniowane sg nastepujaco: z; = ®; dla wektora x oraz b; = p; dla wektora b. Rozwinmy
réwnanie (33), zapisujac jawnie macierz A oraz wektory x i b:

-2 1 , p1
1 -2 1 q)Q P2
1 =21 o
o S IR . (34)
1 =21 DOn_y PN-1
L ]_ —2 ] L (pN ] ] pN ]

Macierz A jest macierzg trojdiagonalng i zagadnieniem, jakie stawiamy w przypadku jedno-
wymiarowego réwnania Poissona, jest numeryczne rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (34)
przy tej szczegdlnej postaci macierzy wspotezynnikow. Do rozwigzania uktadu (34) ze wzgledu
na duzg liczbe zer, zastosowa¢ mozna metode Thomasa [3], czyli odpowiednio zmodyfikowana
metode Gaussa dla tréjdiagonalnej macierzy wspotczynnikow [2].

W przypadku dwuwymiarowym musimy rozwiaza¢ réwnanie Poissona w postaci:

*®  9*P
o2 Top = P (35)

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zapisujemy analog réznicowy korzystajac ze
schematu (17), co po prostych przeksztalceniach algebraicznych dla siatki kwadratowej'? Az =
Ay = h, oraz przy oznaczeniu p(i, j) = p; ; pozwala zdefiniowaé pigciopunktowy analog rézni-
cowy operatora Laplace’a V? na siatce kwadratowej [16, 32]

vglq))i,j - (I)iJrl,j + (I)i*Lj + (I)i’]qu + (I)i,jfl —4. (I)i’j. (36)

W literaturze (np. [16]) spotyka sie rowniez analogi operatora Laplace’a wiecej niz 5-cio punk-
towe, majace wyzszy rzad doktadnosci przyblizenia na siatce réznicowe;.

Wprowadzmy dodatkowe przyblizenie pierwszego rzedu biorac do przyblizenia réoznicowego
punkty wezlowe potozone na ukos wzgledem warto$ci w ktérej liczymy operator V2

V3,® s Qi1+ Picrjrr + Pivrg1 + Py — 49y (37)

)

2Wybér siatki kwadratowej pozwoli na eleganckie przedstawienie idei rozwiazania dwuwymiarowego réwna-
nia Poissona. W dalszej czesci pokazane zostanie rowniez w jaki sposéb konstruowaé¢ macierze wspotczynnikéw
dla dowolnych Az oraz Ay
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Analog réznicowy V3|, ® w kombinacji liniowej z V2|, ; ® tworzy schemat 9-punktowy
gwarantujacy wieksza doktadno$é przyblizenia na siatkach kwadratowych [16]:

Vs

%,J

Z7j

(38)

W zaleznosci od wyboru wspotezynnika wagowego € otrzymamy rézny rozklad wag okresla-
jacych wplyw poszczegdlnych weztdow na numeryczng wartosé operatora Laplace’a w punkcie

1,].

0.25| 0.75 0.25

1 1 -4 075 2| 075

0.25] 0.75| 0.25

Rysunek 7: Dwa 5-cio punktowe operatory réznicowe V3|, . ®, V|,

® i 9-cio punktowy

operator réznicowy Vg, ®(dla e = 1) Laplace’a dla siatki kwadratowe;.

Na rysunku 7 zaznaczone zostaly punkty wezlowe wykorzystane do wyliczenia wartosci
operatora Laplace’a wraz z odpowiednimi wspotczynnikami wagowymi.

Korzystajac z pigciopunktowego analogu réznicowego operatora V2 wyrazonej przez (36),
réwnanie (35) zapiszemy w postaci dyskretnej:

V3 — 12, (39)

=D+ i+ P+ Dy — 4D

z?]

Podobna analiza jak w przypadku jednowymiarowym prowadzi do rzadkiej macierzy wspot-
czynnikéw A. Réwnanie macierzowe przyjmie w przypadku dwuwymiarowym postaé [2]:

[ —4 1 1 Dy 4 h2ﬂ1,1
1 —4 1 1 @2,1 h2p271
1 -4 1 1 D4 h?ps
1 1 —4 1 1 (I)] 1 . h2p[’1
1 1 —4 1 1 (I)l 2 N h2p1?2 (40)

1 1 41 Dy 7o h?pr.y—2

1 1 —4 1 <I>I,J—1 h2p[,J—1
_ 1 1L =4 | @y | | Mprs

Réwnanie macierzowe otrzymane w wyniku dyskretyzacji dwuwymiarowego réwnania Poissona
mozna oczywiscie rozwigzaé przy pomocy metody eliminacji Gaussa. Jednak z uwagi na roz-
miary oraz specyficzng budowe powstajacych macierzy rzadkich rozwigzywanie w ten sposob
jest mato wydajne. Algorytm Gaussa ztozonosci O(n?), gdzie n jest rozmiarem macierzy, wyda-
je sie w tym przypadku nie najlepszym wyborem, bo wiekszo$¢ czasu obliczeniowego zostanie
zmarnowana na miejsca, gdzie macierz wspotczynnikéw wypelniona jest zerami.
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W przypadku macierzy rzadkich powstajacych w rachunku réznic skonczonych uzywa sie
tzw. metod iteracyjnych rozwiazywania rownan liniowych [2, 16, 40], ktérych wprowadzeniem,
analiza i poréwnaniem zajmiemy sie w nastepnych podrozdziatach. Sciste i kompletne wypro-
wadzenie podanych schematéw iteracyjnych, wraz z dowodami ich zbieznosci, mozna znalezé
znajdzie w wymienionej wyzej literaturze tematu.

3.5.1 Metoda Jacobiego

Najprostsza metoda iteracyjna rozwiazania réwnania macierzowego (40) jest metoda iteracyjna
Jacobiego [2]. Z r6znicowej postaci réwnania Poissona (39) wyznaczmy wartosé funkeji ¢ w
dowolonym!? punkcie weztowym siatki kwadratowej (Ax = Ay = h) i, j:

<I>"+1 4(<I>;11J + O+ DY+ P — Rh%pij), (41)

lub w ogdlnym przypadku siatki prostokatnej (Azx # Ay):

11 IR 1,
(1)17;_1:2(A$2+Ay2> <A 2((D1+1j+(1)z 1])+A Q(q) ]+1+q)1] 1>+p17]>‘ (42)

Korzystajac z tak zdefiniowanego wzoru na wartos¢ weztowa funkcji ®;; przeprowadzamy
procedure iteracyjna wyliczajac po kolei wartosci funkcji w kazdym wezle siatki obliczeniowe;j.
Pokazano [2, 40], ze proces taki jest zbiezny do prawidlowego rozwiazania - pola skalarnego
® spehiajacego dwuwymiarowe'# réwnanie Poissona. Proces iteracyjny wyznaczania wartosci
funkcji @ kontynuujemy tak dtugo, jak dtugo nie spetniony jest warunek konwergencji:

N-1

2

‘d)?]jl - <e, (43)

i=0 4j=0

gdzie € jest stata okreslajaca doktadnosé rozwigzania. W praktyce stosuje si¢ wartosci bliskie
zeru, np. € = 0.002.

Za warunki poczatkowe tak wprowadzonego procesu iteracyjnego wybra¢ mozemy dowolng
postaé pola ®°. Warto jednak znalez¢ analityczny opis nawet uproszczonego modelu badanego
zjawiska, gdyz start procedury iteracyjnej z przyblizonego stanu poczatkowego ®° pozwala
uzyska¢ zadana konwergencje po duzo mniejszej liczbie iteracji.

3.5.2 Metoda Gaussa—Seidla

Metoda Jacobiego jest niezbyt efektywna ze wzgledu na szybkos¢ zbieznosci procesu iteracyjne-
go [2]. Wprowadzone zostaly wiec modyfikacje majace na celu uzyskanie wiekszej doktadnosci
rozwigzania. Ré6wnanie na warto$¢ weztowa zapiszemy w zmienionej postaci:

. 1/ 1 IR . 1, .
(I)i,;_l =5 (M + Ay2> <A 5 (O + @ +113) Ay 5 (P + q’Jlﬁ + Pm’) , (44)

BPodane wyrazenie ma sens dla punktéw wezlowych nie lezacych w bezposrednim kontakcie z wartodciami
brzegowymi.
1Rozwazania mozna tatwo uogdlnié na trzy wymiary przestrzenne.
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gdzie wartosé @Zjl jest wyrazona réwniez przez wyliczone wezesniej w procesie iteracjil® war-
tosci pola ® w punktach (i —1, j) oraz (i, j — 1). Inne szczegdly procesu iteracyjnego pozostaja
takie same, jak bylo to w przypadku metody Jacobiego, a réwnanie (44) opisuje metode ite-
racyjng Gaussa—Seidla.

3.5.3 Metoda sukcesywnej nadrelaksacji (SOR)

Kolejnym krokiem przyspieszajacym proces iteracyjny rozwiazania réwnania Poissona jest za-
stosowanie tzw. sukcesywnej nadrelaksacji otrzymanego rozwiazania [2, 40]. Wprowadzmy za
[2] parametr wagowy w:

n+l __ n
1
Wy (@ + A—y2> ' (E(%m ) g a (P + BT P@J‘) - (45)

W zaleznosci od wyboru parametru w mamy do czynienia z podrelaksacja rozwiazania (w < 1)
lub nadrelaksacja rozwiazania w > 1. W przypadku w = 1 réwnanie (45) przyjmuje postaé
réwnania dla metody Gaussa—Seidla (44). Wybor wielkosci parametru w nie jest jednoznaczny
i zawiera si¢ w przedziale (0,2). Optymalna wartos¢ w w przypadku sieci kwadratowej dla
metody SOR wyznaczyé mozna ze wzoru [2]:

_
won =2(1+ ) (46)
gdzie N jest liczba kolumn siatki obliczeniowej. W praktyce wartos¢ tego parametru dobraé
mozna sprawdzajac szybkosé zbieznosci dla réznych wartosci uzywajac réwnania (46) do ich
wstepnego oszacowania.

3.5.4 Poréwnanie zbieznosci metod iteracyjnych

W tym podrozdziale przeprowadzimy numeryczny eksperyment badajacy zbieznos¢ wprowa-
dzonych metod iteracyjnych rozwiazania dwuwymiarowego réwnania Poissona (35). Pozwoli
nam to przekona¢ sie o faktycznych zaletach wprowadzanych komplikacji do wyjsciowej, naj-
prostszej metody Jacobiego.

Chcemy znalez¢ funkcje pradu cieczy z wirowoscia wyznaczajaca rozktad Zrodet w réwnaniu
Poissona [40]. Wirowos¢ definiujemy przez rotacje wektora predkosci lokalnej cieczy:

£E=Vxu. (47)

Funkcje pradu za [16, 40] definiujemy zgodnie ze wzorem

VXW¥=u (48)

Wprowadzone zagadnienie mozna uprosci¢ do dwoch wymiaréw przestrzennych przez zatozenie
W oraz & postaci:

15We wzorze (44) zakladamy kierunek iteracji od lewej do prawej i od dotu do goéry.
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1 =0

y=0

Rysunek 8: Zagadnienie przyktadowe uzyte do testow rozwigzan numerycznych réwnania Po-
issona w dwoch wymiarach.

§=1(0,0,9),
¥ =(0,0,9),

co po wykonaniu kilku prostych operacji na réwnaniach (47) oraz (48) pozwala wyprowadzié

zwigzek miedzy wirowoscig &, a funkcja pradu cieczy &, wyrazona réwnaniem Poissona postaci
[40]:

VU = ¢ (49)

Réwnanie (49) rozwiazemy przy pomocy wprowadzonych wyzej metod, korzystajac z siatki r6z-
nicowej typu Eulera o rozdzielczo$ci Nz N komorek, zaktadajac warunki brzegowe dla funkcji
pradu ¥ w postaci:

Y, — (i, j) =0 (50)

Dodatkowo w centrum uktadu umiescimy punktowe Zrédto wirowosci otoczone brzegiem na
ktérym W(i,j) = 0 z charakterystyczng szczelina, gdzie funkcja pradu nie jest ustalona. Na
rysunku 8 pokazany zostatl schemat uktadu, ktoéry bedziemy rozwiazywac.

Na rysunku 9 prezentujemy rozwigzanie réwnania Poissona przy pomocy metody sukce-
sywnej nadrelaksacji po 71 krokach iteracji uzyskane z konwergencja mniejszg niz 1078, Roz-
wigzanie z taka doktadnoscia uzna¢ mozemy za wzorcowe.

W celu poréwnania zbieznosci réznych metod iteracyjnych przeprowadzimy test polegajacy
na wyliczaniu konwergencji wg wzoru (43).

Wyniki takiego pomiaru dla trzech metod zebrane zostaly na rysunku 10. Widzimy wy-
raznie, ze zbieznos¢ metody sukcesywnej nadrelaksacji do wyniku wzorcowego jest najszybsza.
Metoda Jacobiego nie jest nawet w stanie w rozsadnym czasie osiaggna¢ zbieznosci dla tak
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Rysunek 9: Rozktad funkcji pradu pochodzacy od punktowego zrodila wirowosci w pudle ze
szczeling. Rozwiazanie numeryczne zagadnienia Poissona metoda sukcesywnej nadrelaksacji

(SOR). Siatka obliczeniowa 60 x 60, krok Az = 0.1, w = 1.8.

35

25K

konwergencja

15

0.5r

— — Jacobi
— - Gauss-Seidel
= = SOR

100 120 140 160 180

krok iteracji

Rysunek 10: Wykres zbieznosci rozwiazania ¥ wyznaczony dla réznych metod iteracyjnych.

prostego zagadnienia. Tymczasem metoda Gaussa-Seidla osiaga duzo lepsza zbieznosé, jednak
nadal krzywa opisujaca bezwzgledne odchylenie od wartosci wzorcowej maleje dos¢ powoli.
Poczatkowe, duze wartosci konwergencji dla metod SOR i Gaussa—Seidla sa wyrazem szybkiej
zmiany rozwigzania w poczatkowej fazie obliczen.

Zastanawiajacy w wynikach przedstawionych na rysunku 10 sg niewielkie réznice wzgled-
ne miedzy wartosciami odchylen dla réznych schematéw iteracyjnych. Dla wybranej metody
liczenia konwergencji jedynie schemat SOR wykazuje wzglednie poprawng zalezno$¢ pomiedzy
wartos$cig konwergencji, a uzyskiwanym rezultatem obliczen.

Okazuje sie, jak pokazano to na rysunku 11, ze rdéznice pomiedzy omawianymi metoda-
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Jacobi Gauss—Seidel SOR
kI‘Ok = 5 S 10 15 20 25 30 3% 40 45 50 55 5 10 15 20 25 0 3 40 4 50 55 S 10 15 20 25 30 3 40 45 50 55
. . .
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Rysunek 11: Rozwiazanie sytuacji modelowej dla trzech réznych krokéw iteracyjnych (gora-dot)
oraz metod Jacobiego, Gaussa—Seidla oraz SOR.
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Rysunek 12: Poréwnanie zbieznosci metody SOR dla réznych wartosci parametru w. Po prawe;j
stronie przedstawiamy przeskalowana - najbardziej interesujaca czes¢ wykresu.

mi, dla tych samych krokow iteracyjnych sg znaczace. Na rysunku pokazana zostala ewolucja
rozwigzania rownania przy pomocy wprowadzonych metod - dla poréwnania utozone w kolej-
nosci: krok iteracji (géra - dot), metoda (lewo - prawo). Na rysunku widaé¢ wyraznie, ze metoda
sukcesywnej nadrelaksacji (SOR) juz po kilku krokach obliczeniowych daje wyniki, ktére przy
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pomocy metody Gaussa—Seidla osiggnaé¢ mozna po kilkunastu i wiecej krokach. W ostatnim
25 kroku iteracji metoda SOR data wynik zbiezny z wzorcowym, tymczasem dwie pozostate
metody - nadal nie. Wynik ten zgodny jest z wykresem 10, gdzie dla kroku 25 iteracji widac
dosé¢ znaczne roéznice pomiedzy réznymi metodami.

Biorac pod uwage wyniki przedstawione na wykresach 10 oraz 11 w dalszej czesci pracy
uzywacé bedziemy metody sukcesywnej nadrelaksacji. Z uwagi na duza ztozonos¢ obliczeniowa
procesu rozwigzywania réwnan Naviera—Stokesa oraz potrzebe dokladnego rozwiazania row-
nania Poissona (ci$nienie odgrywaé bedzie wazna role w procesie symulacji) - przeanalizujemy
wpltyw parametru w na zbieznos¢ i konwergencje tej metody.

Na wykresie (12) naszkicowane zostaly zbieznosci rozwiazan iteracyjnych dla obliczen prze-
prowadzonych dla réznych wartosci parametru nadrelaksacji. Widaé¢ wyraznie, ze wartos¢ opty-
malna w,,: ~ 1.9 wyliczona ze wzoru (46) dla siatki 60 x 60 zgadza si¢ do$¢ dobrze z rezultatem
badan zbieznos$ci metody SOR przeprowadzonych w tym rozdziale, ktory wynosi w = 1.8
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4 ROZWIAZANIE ITERACYJNE

4 Rozwigzanie iteracyjne

W tym rozdziale wprowadzimy metode pozwalajaca rozwiaza¢ numerycznie rownania Naviera—
Stokesa dla cieczy niescisliwej bez powierzchni swobodnej. Korzystajac z omowionych wezesniej
metod numerycznych, przedstawimy schemat konstrukcji oraz algorytm SIMPLE. Nastepnie,
po omowieniu sposobu uwzglednienia warunkow brzegowych we wprowadzonym algorytmie,
przeprowadzimy pierwsze testy sprawdzajace poprawnos¢ kodu obliczeniowego.

W roku 1972 S. Patankar i D. Spalding wprowadzili metode SIMPLE!® [39] iteracyjnego
rozwigzania réwnan Naviera—Stokesa. Metoda ta zostanie wykorzystana do rozwiazania pro-
bleméw dynamiki cieczy niecisliwej bez powierzchni swobodnej, a w nastepnych rozdziatach
zajmiemy si¢ jej rozszerzeniem o Sledzenie i uwzglednianie powierzchni swobodnej cieczy.

4.1 Metoda korekcji ciSnienia

Celem obliczen jest, dla zadanych warunkéw poczatkowych u™(r) oraz p"(r), wyznaczenie

pol predkoéci u™!(r) oraz cignienia znormalizowanego p"™!(r) w kolejnym kroku czasowym.

W przypadku cieczy niescisliwej, dla ktorej kompletny opis dynamiki cieczy dany jest przez

réwnania Naviera—Stokesa w formie zachowawczej (6) i (7), czesto spotykanym podejsciem

do rozwigzania zagadnienia sa tzw. metody iteracyjne na ci$nienie. W celu wyprowadzenia

prostego zwigzku cisnienia z predkoscia dzialamy operatorem V na réwnanie (6), co przy
0

wykorzystaniu przemiennosci operatoréw 5 i V daje nastepujace wyrazenie [16]:

Vip=-V-(u-V)u (51)

Réwnanie (51) pozwala obliczy¢ pole cisnien p dla znanego rozktadu predkosci u. W praktyce
jednak wygodniejsze okazuje si¢ postepowanie odwrotne (bedace gtéwnym zalozeniem metod
korekcji cisnienia, w tym metody SIMPLE [16, 39]) w ktérym zaktada sie poczatkowa, tzw.
prébna postaé pola cisnienia p*. Nastepnie przy pomocy dyskretnej postaci rownan (11) oraz
(12) wyliczona zostaje odpowiadajaca ci$nieniu p* predko$é prébna u*. Z uwagi na ,prébny”
charakter ciénienia p*, gdzie poszczegdlne wartoéci weztowe zostaly odgadniete!”, w pierwszym
kroku wyliczone predkosci u* prawie na pewno nie beda spetnia¢ réwnania ciggtosci dla cieczy
niescisliwej (10). Przy pomocy réwnania (51) wyznaczamy nowe wartosci weztowe pola cisnienia
przyjmujac u = u*. Cykliczne powtarzanie tego procesu pozwoli uzyska¢, w kolejnych krokach
iteracji, pola predkosci coraz blizsze rozwigzaniu, dla ktorego spetnione jest rownanie cigglosci.
Przy zatozeniu, ze zadana doktadno$¢ osiggnieta zostata w n + 1 kroku iteracji, wprowadzi¢
mozemy poprawki do predkosci u':

"t =u 4+, (52)

oraz do ci$nienia [16]:

Vp'tt = Vp* + Vp'. (53)

Pola ci$nienia p"*! oraz predkosci u"™! wyrazone przez wartosci prébne oraz odpowiednie

poprawki, spelniaja réwnania Naviera—Stokesa dla cieczy niescisliwej. Przedstawione wyzej
postepowanie stanowi¢ bedzie podstawe do wyprowadzenia algorytmu SIMPLE.

ang. Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations
17W dalszych krokach iteracji za ciénienie prébne p* przyjmuje sie rozktad pochodzacy z poprzedniego kroku
€Zasowego.
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4.2 Metoda SIMPLE

W celu konstrukeji algorytmu obliczeniowego wykorzystujacego iteracyjna metode poprawia-
nia ci$nienia, podstawmy wielkosci z n + 1 kroku czasowego wyrazone réwnaniami (52) oraz
(53) do uktadu réwnan Naviera—Stokesa (6) oraz (7) przyjmujac u = u™*', p = p"*tl. Po
kilku przeksztatceniach!® otrzymujemy zwigzek pomiedzy poprawka do cignienia, a predkoscia
probna;:

1
Vi = =V-u 54
LN (54)
Z réwnania (54) widaé, ze w przypadku pola predkosci probnej spetniajacego réwnanie ciagtosci
poprawka do cisnienia znika, co konczy proces iteracyjny. W praktyce przyjmuje sie mozliwe
pewne wzgledne odchylenia od tego warunku, jednak na tyle mate, by osiagnaé¢ zbiezny proces
iteracyjny.

u,
it l——
vn | Vn }
|
MN--""~® 7 I ! ‘
o o @
| pn | UW qp Uce pe‘ Ue
| | |
\ | } \
* % VY SR
Ve uw} Ve Yo } Ve ¥y
| p |
re
IL__re __ _ I Ug
Vs
a) b)

Rysunek 13: Obszary kontrolne catkowania réwnan dynamiki cieczy: a) dla kierunku x, b) dla
kierunku y.

W celu konstrukeji schematu SIMPLE wprowadzmy tzw. obszar kontrolny jak pokazano to
na rysunku 13, dla ktérego przeprowadzona zostanie dyskretyzacja rownan Naviera—Stokesa z
uzyciem schematéw z poprzedniego rozdziatu. Wykorzystamy notacje uzyta w [16, 39] zapisujac
rownania dynamiki (11) oraz (12) w postaci

Aycle = Z a,Uy, +b+ (pp - pe)Aea (55)
w
AycVe = Z a,v, + b+ (pp - pn>Ana (56)

gdzie A, = Ax oraz A, = Ay s3 rozmiarami $cian obszaréw kontrolnych®.

18Szczegoty wspomnianych wyprowadzen mozna znalezé m.in. w [3, 16, 39)].
W przypadku tréjwymiarowym przyktadowo wspétczynnik A, = Az - Az jest polem powierzchni $ciany
obszaru kontrolnego.
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W réwnaniu (55) wspotezynniki a,, sa réwne:

A A 1 A 1
(e = Qyy = UA—z, an = VA—Z; — §vnAx, as = VA—z - EUSAI‘, a, = u:Ay,

Aue = Qe + Ay + @y, + as + a, + 0.
Podobnie w réwnaniu (56) dla kierunku y:
Ay 1 Ay 1 Ax

e = V—— — —u.Ay, Gy = V— + U, Ay Qp = Qg = V—
x

A 3 a, = v,Ax,

avc:ae+aw+an+as+av+ba
gdzie:

- AxAy
At

Podana wyzej postaé¢ wspolezynnikoéw wystepujacych w réwnaniach (55) oraz (56) wynika
bezposrednio z dyskretyzacji cztonow rézniczkowych réwnan Naviera—-Stokesa z uzyciem poka-
zanego na rysunku 13 obszaru kontrolnego [16, 38].

Do wielkosci probnych p* oraz u* réwnania (55) oraz (56) przyjma postaé:

Ayt = Z a,ty, + b+ (P, — pe)Ae, (57)
w
AV = Z ayv, + b+ (p, — p,)An. (58)

W celu wyznaczenia poprawek do predkosci, odpowiadajacych wprowadzonemu rozktadowi
probnego pola cisnienia, uzyjemy wzoru na cisnienie skorygowane, bedace suma cisnienia prob-
nego p* oraz poprawki p':

p=p"+p. (59)

Po podstawieniu réwnania (59) oraz réwnan na poprawki predkosci (52) do (55) oraz do (56)
i odjeciu stronami réwnan (57) i (58), otrzymamy nastepujace wyrazenia na poprawki do
predkosci prébnych [16):

Quelll, = Y %UL + (p, — P,) Ae, (60)
I
Ayl = Z ayv, + (P, — ) An- (61)
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Wyliczanie poprawek do predkosci bytoby zadaniem trudnym ze wzgledu na wyrazy pod zna-
kiem sumowania wystepujace w powyzszych réwnaniach. W literaturze omawiajacej metode
SIMPLE [16, 38, 39] odrzuca sie te wyrazy, a uproszczenie to nie wptywa w zaden sposéb na
konicowe rozwiazanie procesu iteracyjnego [38]. Otrzymujemy wiec nastepujace wyrazenia na
poprawki predkosci:

A,

ue = ——(p, = PL), (62)
A,

Ve = (P} = Ph). (63)

4.2.1 Algorytm obliczeniowy

Wyprowadzone w poprzednim podrozdziale zaleznosci pomiedzy predkosciami i cisSnieniem, ich

warto$ciami probnymi oraz poprawkami pozwoli nam zapisa¢ kolejne kroki algorytmu oblicze-
niowego metody SIMPLE [38]:

a) wyznaczenie poczatkowych (wstepnych) wartosci weztowych pola p*,

b) wyliczenie predkosci u* oraz v* odpowiadajacych cisnieniu probnemu przy pomocy pel-
nych réwnan dynamiki (55) oraz (56),

¢) rozwiazanie réwnania Poissona (54) na poprawke p’ do ci$nienia,
d) obliczenie nowego ci$nienia p przy pomocy wzoru (59),

e) wyznaczenie nowych wartoéci v oraz v z réwnania (52) przy uzyciu (62) oraz (63) do
wyliczenia wartosci v’ i v'.

f) kontynuacja procesu iteracyjnego tak dtugo jak V-u > e, za ci$nienie prébne przyjmujac
pr=p

4.2.2 Kryteria stabilnosci

Warunki stabilnosci naktadajg ograniczenie na krok czasowy At uzyty w schemacie numerycz-
nym. Ich spelienie w kazdym kroku czasowym gwarantuje otrzymanie stabilnego rozwigzania
[11, 35].

Podstawowym kryterium stabilnosci jest czesto wystepujace w literaturze dotyczacej obli-
czen numerycznych tzw. kryterium Couranta-Friedrichsa-Levy’ego (CFL) [11]:

At < g, (64)

u
gdzie At = {Ax, Ay} jest rozmiarem siatki obliczeniowej w odpowiednim kierunku, |u| jest
dtugoscia wektora predkoséci?®. Réwnanie (64) posiada prosta interpretacje: w jednym kroku
czasowym przeplyw elementu cieczy wyrazony przez predkosé |u| nie moze przeniesé wia-
Sciwosci cieczy o wiecej niz jedna komoérke obliczeniowa. W przypadku cieczy opisywanej z

20Kryterium CFL mozna réwniez wyrazié¢ przez uwzglednienie osobno kolejnych skladowych wektora pred-
kosci, zamiast jego diugosci.
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uwzglednieniem cztonu lepkos$ciowego, wprowadza sie réwniez dyfuzyjny warunek stabilnosci
[15, 35, 48], ktéry za zapiszemy w postaci:

1 Az?Ay®> Re

At < -————.
2 Ax?+ Ay? 2

(65)

Kryterium stabilnosci (65) wynika z jawnej dyskretyzacji réwnan Naviera—Stokesa i opisuje
lokalne kryterium stabilnosci von Neumanna [35].

4.2.3 Zmienny krok czasowy

W celu zapewnienia stabilnosci rozwiazania réznicowego stosujemy technike zmiennego kroku
czasowego [35]. Uzywajac kryteriéw stabilnosci wyprowadzonych w poprzednim podrozdziale
zapiszemy wyrazenia na maksymalny krok czasowy dla kazdego z wymienionych kryteriow.
Nastepnie zmodyfikujemy procedure numeryczng tak, by wykonywata poszczegolne kroki ite-
racyjne nie przekraczajac zadanych kryteriéw stabilnosci. W praktyce do kryterium CFL wy-
razonego wzorem (64) wprowadza si¢ parametr wzmacniajacy Acpp:

A
Aty = Aorr - —, (66)
|uma:p|
A
Aty = AorrL - ’Uy‘, (67)

gdzie 0 < A¢pp < 1. Modyfikujac parametr Agpp mozemy wptyna¢ na wielkos¢ kroku cza-
sowego w przeprowadzanych obliczeniach, gdyz kryterium CFL pomimo, ze jest koniecznym,
nie zawsze jest wystarczajacym warunkiem stabilnosci rozwiazania numerycznego [15]. Po-
dobnie zapiszemy wzorem wyrazenie na maksymalny krok czasowy spekiajacy kryterium von
Neumanna (65):

1 Az?Ay*> Re

Atpe = —— =2 =
Re™ 9 Az2 + Ay? 2

(68)

Korzystajac z (66), (67) i (68) zapisa¢ mozemy wyrazenie na maksymalny stabilny krok czasowy
symulacji przeptywu z uwzglednieniem lepkosci cieczy:

Atpoe = A - min{At,, At,, Atg.}, (69)

gdzie 0 < A < 1 jest parametrem wzmacniajacym zadane kryterium stabilnosci. Spetnienie
kryterium wyrazonego wzorem (69) postulujemy dla kazdego kroku czasowego i dla wszystkich
predkosci u oraz v siatki obliczeniowej. Wprowadzmy oznaczenia: At,,,, - maksymalny rozmiar
kroku czasowego wyliczony z réwnania (69), At - krok czasowy symulacji. Pomiedzy dwoma
krokami iteracyjnymi w celu spelnienia warunku stabilnosci nalezy wykonaé¢ nastepujace czyn-
nosci:

a) oblicz Ataz, z wzoru (69)

b) czy At < Atpaz, jesli tak: At = At - 2, jesli nie: At = At/2
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Procedura powyzsza jest jedna z najprostszych implementacji techniki zmiennego kroku
czasowego. Jedng z potrzebnych w dalszej czesci pracy cech algorytmu SIMPLE bedzie nie-
zmiennos¢ kroku czasowego na poziomie jednej iteracji algorytmu. Poszczegdlne kroki algoryt-
mu metody SIMPLE beda wtedy wykonywane kilka razy, a liczba wywotan zalezeé¢ bedzie od
rozmiaru kroku czasowego (czyli wiecej wywolan dla zmniejszonego przez kryteria stabilnosci
kroku czasowego At).

4.3 Walidacja kodu SIMPLE

W celu sprawdzenia poprawnosci proponowanej procedury numerycznej opartej na schemacie
iteracyjnym i metodzie SIMPLE przeprowadzimy symulacje dwoch standardowych probleméw
dynamiki cieczy, dla ktérych znane sg wyniki analityczne lub dokladne rozwigzania nume-
ryczne. Rozwigzanie zagadnien Driven-Lid Cavity flow oraz Couette flow pozwoli sprawdzi¢
wprowadzony w poprzednim podrozdziale algorytm numerycznego rozwigzania réwnan prze-
plywu.

4.3.1 Driven-Lid Cavity flow

Pierwszym z problemoéw, ktérego rozwigzaniem si¢ zajmiemy jest Driven-Lid Cavity flow, czyli
rozwigzanie problemu zachowania sie cieczy niescisliwej w dwoch wymiarach przestrzennych
wewnatrz kwadratowej komory. Zaktadamy, ze z czterech $cian ograniczajacych caty uktad,
gbérna porusza sie z predkoscig pozioma u = uy = const, jak zaznaczono to na rysunku 14.
Nasze wyniki kodu numerycznego porownamy m.in. do danych uzyskanych w oparciu o metody
niejawne i spektralne [6].

- - - - —
u=u,
v=0
u=0 u=0
v=0 v=0
u=0
v=0

Rysunek 14: Model przeptywu cieczy przez komore, ktorej gorna $ciana porusza sie ze stalg
predkoscig pozioma u = ug

Symulacje problemu zdefiniowanego jak na rysunku 14 przeprowadzimy na siatce oblicze-
niowej o rozmiarze 81 x 81, kierujac sie¢ warunkami zadanymi przez prace [6].

Na rysunku 15 narysowane zostaly tzw. linie pradu dla rozwiazania zagadnienia Driven
Cavity przy liczbach kryterialnych Re = 400 oraz Re = 5000 metoda SIMPLE opisana w
poprzednich podrozdziatach. Ze wzgledu na to, ze metoda, ktérg omawiamy, uzywa do opisu
zmiennych prymitywnych u, v, p, konieczne byto wyliczenie funkcji pradu W z réwnania Poisso-
na (48), wczesniej wyznaczajac numerycznie rozktad wirowosci wprost z rownania (47). Dzigki
temu podejsciu moglismy bezposrednio narysowaé linie pradu - czyli linie okreslajace stata
wartos¢ funkcji pradu, jak pokazano na rysunku 16. Wida¢ wyraznie, ze osiggnieta zgodnosé
z wynikiem literaturowym dla dwoch réznych liczb Reynoldsa jest bardzo dobra, a niewiel-
kie odstepstwa wynikaja z niedoktadnosci numerycznych procedur wyliczania funkcji pradu i
wirowosci na brzegach obszaru. Pokazane na rysunku 15 wyniki dla réznych liczb Reynoldsa
wykazuja zgodnos$é z wynikami literaturowymi [6, 34, 50].
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Rysunek 15: Obliczenia (strona lewa), wynik z [6] (strona prawa) Re = 400 (géra), Re = 5000
(doh), siatka 81 x 81, Az = Ay = £
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Rysunek 16: Wartosci predkosci poziomych na linii * = 0.5 (strona lewa) oraz pionowych
na linii y = 0.5 (strona prawa) dla metody SIMPLE przy uzyciu schematéw konwekeyjnych:

centralnego i "pod prad”. Poréwnanie z obliczeniami [6], dla: Re = 5000, 81 x 81, Az = Ay =
1
ﬁ-

Dodatkowo w celu doktadniejszego zbadania poprawnosci otrzymanego rezultatu, na wy-
kresie 16 zaznaczony zostal profil predkosci poziomej dla linii = 0.5 oraz predkosci pionowe;j

na prostej y = 0.5. Obliczenia przeprowadzone zostaty dla liczby Re = 5000 przy pomocy
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dwoéch schematéw dyskretyzacji cztonéw konwekcyjnych - centralnego oraz ,pod prad”. Na
wykresie wida¢, ze otrzymane rezultaty odbiegaja nieznacznie od wynikow przedstawionych
w [6], oraz ze wieksza doktadno$é otrzymaliSmy przez symulacje z calkowaniem centralnym
cztonu konwekcji. Okazuje sig, ze sztuczna dyfuzja wprowadzana do rozwigzania numeryczne-
go przez schemat réznicowy ,,pod prad” jest na tyle duza, ze wygtadza znacznie otrzymywane
rezultaty. Minima, oraz maksima predkosci poziomej w przypadku schematu ,pod prad” odbie-
gaja znacznie bardziej, od wartosci ,,doktadnej”, niz w przypadku metody centralnej. Nalezy
zwrocié uwage, ze schemat centralny nie wprowadzit do rozwigzania efektéw oscylacyjnych.
W przypadku wystapienia oscylacji metoda ,pod prad” bytaby duzo bardziej efektywna od
schematu centralnego.

4.3.2 Couette Flow

Drugim problemem, ktéry rozpatrzymy, jest dwuwymiarowy przeptyw cieczy pomiedzy dwoma
ograniczajacymi Scianami (gérna i dolna), z ktérych jedna porusza sie ze stata predkoscia
u = u, [33]. Zagadnienie to zostato przedstawione na rysunku 17.

YA —p

Rysunek 17: Zagadnienie przeptywu przez obszar ograniczony $cianka nieruchoma (Sciana dolna
u = 0) oraz $cianka ruchoma ($ciana gérna u = uy).

Celem obliczen jest wyznaczenie profilu predkosci u pomiedzy $cianami ograniczajacymi
przeptyw. Zagadnienie to wybrane zostalo ze wzgledu na znane rozwiagzanie analityczne, ktore
pozwoli zweryfikowaé¢ kod numeryczny implementujacy metode SIMPLE [3]:

Ug

u(y) =5 ¥, (70)

gdzie u(y) jest szukanym rozkladem predkosci poziomej pomiedzy Sciankami ograniczajacymi,
y jest odlegtoscig od scianki dolnej, D jest odlegtoscia pomiedzy Sciankami, a Scianka gérna
porusza sie z predkoscia u = ug. Rozwiazanie analityczne (70) uzyskane zostalto przy zastoso-
waniu szeregu uproszczen wyjsciowego modelu [3, 33].

W celu przeprowadzenia symulacji rozwiazujacej problem przedstawiony powyzej, zato-
zyliSmy nastepujace warunki brzegowe: dla $ciany gérnej zakltadamy statg predko$é pozioma
u = 1.0, dla $ciany dolnej obie sktadowe predkosci sa réwne zeru (przeptyw bez poslizgu). W
przypadku lewej Sciany ograniczajacej przeptyw zakladamy tzw. warunek swobodnego wpty-
wu cieczy (inflow), a na $cianie prawej tzw. warunek wyplywu cieczy (outflow). Warunki te
jednoznacznie wyrazone sg przez rOwnania:

u=10, v=0 Scianka gérna,
u=0, v=0 Scianka dolna,
0
p=0, u= g—u =0 v=0 Scianka lewa  (inflow), (71)
x
0
p=0, u= % =0 u= % =0 Scianka prawa (outflow).
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Przeprowadzona zostata symulacja problemu Couette Flow dla obszaru podzielonego na 40220
komorek dla liczby Re = 100. W rozwiazaniu analitycznym postaci (70) przyjmujemy D = 1,
przyjmujac réwniez poziomy rozmiar obszaru symulacji za réwny 2. W celu pokazania zbiezno-
Sci otrzymywanego rezultatu, zebrane zostaly wyniki reprezentujace profil predkosci poziome;j
na pionowej linii przecinajacej obszar symulacji w dowolnym punkcie?! na osi x, dla réznych
krokéw iteracji metody SIMPLE.
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Rysunek 18: Profil predkosci poziomej dla problemu Couette Flow dla Re = 100. Rozwiazanie
dla roznej liczby iteracji k. Rozwiazanie dla k& = 4000 zgodne z analitycznym.

Na wykresie 18 przedstawione zostaly wyniki przeprowadzonych obliczen. Wida¢ wyraznie,
ze rozwigzanie numeryczne zbiega w kolejnych krokach czasowych do rozwigzania analitycz-
nego, uzyskujac charakter stacjonarny okoto k£ = 4000 kroku iteracyjnego. Dos¢ duza liczba
krokow iteracyjnych potrzebnych do uzyskania wyniku doktadnego jest konsekwencja przyje-
cia dos¢ niskiej liczby Re wprowadzajacej dyfuzje spowalniajaca szybkosé zmian predkosci w
procesie obliczeniowym.

W przypadku badanego przeptywu, ktorego rozwigzanie analityczne znamy, do$¢ intere-
sujacym przypadkiem bedzie start symulacji z losowego rozktadu pola predkosci pionowej v.
Oczekujemy bowiem [27, 33|, ze dla dowolnie zadanego rozktadu pola v powinno ono zostaé
wyzerowane, a niezaleznie od tego pole predkosci poziomej zbiega¢ powinno do wyniku, jak
pokazano na wykresie 18.

Na rysunku 19 pokazane zostaly wykresy predkosci poziomej i pionowej w obrebie caltej
siatki obliczeniowej dla przypadku losowego rozktadu predkosci pionowej v. Nalezy zwrocic¢
uwage, ze skale osi z na poszczegolnych krokach iteracyjnych przy wynikach dla predkosci pio-
nowej sa réozne od siebie nawet o kilka rzedéw. Widaé¢ wyraznie, ze zgodnie z rozwigzaniem
analitycznym pole predkosci pionowej nie wykazuje odstepstw od zera w calym obszarze. Wi-
doczne fluktuacje na poziomie v = 107'% mozna przyjaé¢ za wynik ograniczonej doktadnosci
liczb w zapisie numerycznym. Dodatkowo test ten pokazal, ze otrzymujemy jednolite rozwia-
zanie w obrebie catego obszaru symulacji, co rowniez jest zgodne z rozwigzaniem analitycznym
i dodatkowo weryfikuje kod numeryczny uzyty do obliczen.

217 uwagi na jednowymiarowy charakter zjawiska wybér punktu do reprezentacji wynikéw nie ma znaczenia.
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Rysunek 19: Wykresy predkosci poziomej (kolumna lewa) oraz predkosci pionowej (kolumna
prawa) dla losowego rozkladu predkosci v w pierwszym kroku czasowym.
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5 Powierzchnia Swobodna Cieczy

W celu symulacji powierzchni swobodnej skonstruowa¢ nalezy metode jej Sledzenia, pozwa-
lajaca na uwzglednienie specyficznych warunkéw brzegowych naktadanych na granicy dwéch
o$rodkéow. Zadanie to jest bardzo skomplikowane, gdyz mamy do czynienia z zagadnieniem
warunkow brzegowych dla brzegéow poruszajacych sie. W zakresie zjawisk omawianych w ni-
niejszej pracy, za [11, 38, 48] ograniczymy rozwazania do przypadku cieczy znajdujacej sie
w zbiorniku wypelionym préznig. Do $ledzenia powierzchni swobodnej wybrany zostat algo-
rytm MAC, ktéry z jednej strony pozwolit na doktadna reprezentacje geometrii cieczy na siatce
roznicowej typu Eulera, a z drugiej pozwolit na efektywna symulacje jej zmian.

Z uwagi na skomplikowane zachowanie powierzchni swobodnej (wystepowanie zjawisk ta-
kich jak rozbryzgi, tamanie sie fal [31, 40]), w literaturze spotka¢ mozna wiele metod pozwalaja-
cych na jej reprezentacje, posiadajacych rézne cechy i zastosowania [23]. Historycznie, pionier-
ska praca omawiajaca zagadnienia symulacji cieczy z powierzchnia swobodna byla [21], gdzie
F. Harlow i E. Welch z grupy T-3 laboratorium w Los Alamos zaprezentowali pierwszg postaé
metody czastek znaczonych (ang. The MAC Method), wprowadzajacej do algorytmu oblicze-
niowego bezmasowe czastki reprezentujace geometrie cieczy na siatce obliczeniowej. Czastki te
uzywane sg do wyznaczania obszaréw zajetych przez ciecz, co pozwala odpowiednio oznaczy¢
komorki siatki obliczeniowej: jako pelne, puste lub powierzchniowe. Nastepnie w kazdym kroku
symulacji korzystajac z oznaczen siatki obliczeniowej naktadane sg odpowiednie warunki brze-
gowe na komorki oznaczone jako powierzchniowe. Metoda MAC, dzigki swojej uniwersalnosci,
byla uzywana i rozwijana przez wiele lat ewoluujac do postaci spotykanej dzis [10, 35]. Jednym
z ograniczen, jakie niosta ona ze soba, byto ogromne zapotrzebowanie na pamieé¢ operacyjna
oraz moc obliczeniowa, ktorej z trudem sprosta¢ moglty éwczesne komputery. Naturalng kon-
sekwencjg tych ograniczen byto powstanie metod prébujacych zmniejszy¢ zapotrzebowanie na
zasoby komputera. Pojawily sie na przyktad podejécia ograniczajace wystepowanie czastek
tylko w miejscach szczegolnie interesujacych ze wzgledu na charakter badanych zjawisk lub
tylko przy powierzchni swobodnej cieczy [8, 4].

Metody sledzenia powierzchni cieczy ewoluowalty rowniez w kierunku kompletnej eliminacji
czastek znaczonych, jako nosnika informacji o geometrii cieczy - takich jak metoda VOF (ang.
Volume-of-Fluid) [22, 37]. W metodach opartych na VOF, do reprezentacji cieczy konstruuje
sie dodatkowe pole skalarne o rozdzielczosci takiej jak siatka uzyta do symulacji. Pole to zawiera
wartosci nie-catkowite od 0 do 1, gdzie 0 oznacza brak cieczy w komoérce, a 1 komoérke wypet-
niona ciecza. Tego typu opis wydaje si¢ by¢ duzo wygodniejszy od metody MAC ze wzgledu
na brak potrzeby wprowadzania dodatkowych obiektow do algorytmu (takich jak czastki zna-
czone). Najwiecksza niedogodnoscia metod VOF jest jednak rekonstrukcja powierzchni cieczy
z dostepnych danych (pole skalarne) [23].

Dla potrzeb niniejszej pracy, do reprezentacji powierzchni swobodnej cieczy, wybrana zo-
stata metoda czgstek znaczonych - bedgca dobrym kompromisem pomiedzy prostota, efektyw-
noscia i uniwersalnoscia [32, 35]. Podstawowe ograniczenie metody MAC, czyli wzglednie duze
zapotrzebowanie na zasoby komputera powoli przestaje mie¢ znaczenie. Rozwéj technologiczny,
jaki dokonat sie od czasu wprowadzenia metody (lata 60’) pozwolil na kontynuowanie badan
w tym kierunku. Dlatego jednym z glownych celéw niniejszej pracy, bedzie préba potacze-
nia algorytmu numerycznego SIMPLE [39] z uniwersalna i wzglednie prosta w implementacji
metoda MAC [21, 35].
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5.1 Cazastki znaczone

Czastke znaczonag definiujemy jak obiekt niefizyczny, nie posiadajacy masy, reprezentujacy
zbidr (skupisko) czasteczek tworzacych ciecz [21]. Zaktadamy, ze czastki znaczone wprowadzo-
ne zostalty do algorytmu jedynie w celu $ledzenia zmian geometrii cieczy i ich ruch nie wptywa
bezposrednio na przebieg procesu symulacji. Posrednio, przesuniecie czastek moze spowodowac
zmiane oznaczen komoérek w siatce numerycznej, co wptynie na posta¢ warunkéw brzegowych.
Tak zdefiniowane czastki w chwili poczatkowej symulacji wprowadzane sa do modelu i roz-
mieszczone zgodnie z geometria cieczy w chwili poczatkowej. W trakcie symulacji, na koniec
kroku obliczeniowego, sg one przesuwane zgodnie z lokalng predkoscia, zmieniajac w ten sposob
ksztalt powierzchni swobodnej, ktora reprezentuja.

B

Rysunek 20: Powierzchnia cieczy (strona lewa) i odpowiadajaca jej konfiguracja czastek zna-
czonych na siatce réznicowej Eulera. Oznaczenia komorek: B) brzegowa, F) pelna cieczy, S)
powierzchniowa, E) pusta.

Na rysunku 20 pokazana zostata konfiguracja obszaru symulacji cieczy z powierzchnia swo-
bodng wyznaczona przez czastki znaczone. Zdefiniujmy cztery rodzaje komorek na siatce z
odpowiednimi oznaczeniami:

e komorki nie zawierajace czastek znaczonych oznaczamy jako puste C_EM P,

e komorki zawierajace czastki znaczone i sgsiadujace z komorkami pelnymi oznaczamy jako

pelme C_FUL,

e komorki zawierajace czastki znaczone i sasiadujace przynajmniej z jedna komorks pusta
oznaczamy jako powierzchniowe C_SUR,

e komorki brzegowe C_BND

W dalszej czesci tego rozdziatu zajmiemy sie¢ wyprowadzeniem wartosci brzegowych pol
predkosci i cisnienia na ruchomej powierzchni cieczy. Nastepnie pokazemy, jak wyznaczy¢ ruch
czastki znaczonej przy zatozeniu znajomosci pola wektorowego predkosci.

5.2 Warunki brzegowe na powierzchni cieczy

Wprowadzona klasyfikacja komoérek pozwala na wyznaczenie miejsc na siatce réznicowej, w
ktorych znajduje sie warstwa oddzielajaca dwa osrodki miedzy soba (komérki powierzchnio-
we). Rozwazmy problem z rysunku 20, gdzie pewna ciecz (oznaczmy ja przez 1) graniczy z
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ciecza o innych wlasciwosciach fizycznych (oznaczmy ja przez 2). Przy rozwiazaniu numerycz-
nym tego typu zagadnienia powstaje problem wyliczenia predkosci i ci$nienia na powierzchni
oddzielajacej obie ciecze od siebie. Ze wzgledu na roézne witasciwosci fizyczne obu substan-
¢ji - réwnania Naviera—Stokesa nie moga by¢ bezposrednio rozwiazane w okolicach warstwy
brzegowej (powierzchni swobodnej).

Sita wypadkowa dziatajaca na powierzchnie swobodng cieczy ma kierunek normalnej do
tej powierzchni, a jej wartos¢ jest proporcjonalna do stopnia jej zakrzywienia [15]. Przyjmijmy
definicje tensora naprezen T w cieczy [15, 16]:

T=(—p+ AV -u)l+2uE, (72)

gdzie p jest cisnieniem elementu cieczy, p jest lepkoscig dynamiczng cieczy, a A, lepkoscig
objeto$ciowa. E jest symetrycznym tensorem predkosci odksztatcen, ktory wyrazi¢ mozemy w
dwuwymiarowym kartezjariskim uktadzie wspolrzednych w postaci macierzowej [16]:

()
_ Ox 2\0y Ox
S A TR "
2\0x Oy dy

W przypadku cieczy niescidliwej (V - u = 0) réwnanie (72) przyjmie postac:
T = —pl+ 2uE, (74)

ktora wykorzystamy nastepnie do wyliczenia sity dziatajacej miedzy warstwa oddzielajaca dwie
ciecze od siebie. Wyrazenie na site dziatajaca miedzy dwoma osrodkami o innych wtasciwo-
Sciach fizycznych wprowadzil Landau [28]. Mozna je przedstawi¢ w postaci [15, 16]:

@m—T®yn=a<}+}>n, (75)
Ry Ry

gdzie: T(1?) sg tensorami, odpowiednio, cieczy 112, o jest wspotczynnikiem napiecia powierzch-
niowego stalym dla okreslonych cieczy, R wyraza promien krzywizny warstwy powierzchniowe;j.
We wstepie wspomnielismy, ze jednym z zalozen, jakie przyjmiemy, jest umieszczenie cieczy
w zbiorniku wypetionym préznia (T®%"@) = (). Przyjmijmy, ze ciecz jest reprezentowana
przez osrodek 1 z rysunku 20, a préznia przez oérodek 2 (czyli T® = 0). Zatézmy réwniez,
brak napiecia (¢ = 0) na warstwie powierzchniowej [15, 48], co pozwoli zapisa¢ réwnanie (75)
w uproszczonej formie:

TW .n=0. (76)

Po rozwinieciu tensora T wg wzoru (74), w dwuwymiarowym kartezjanskim uktadzie odnie-
sienia otrzymujemy dla zmiennych bezwymiarowych réwnanie:

()
p 0 1 Ox dy Ox o
_<0 (p) 2| ooy o n=0. (77)
oxr 0Oy dy
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Warunki brzegowe, jakie postulujemy na powierzchni cieczy swobodnej, to znikanie sktadowe;j
prostopadlej i réwnoleglej naprezenia wyrazonego przez (77). Przyjmujac, ze n = (ng, n,)” jest
wektorem normalnym, a m = (m,, m,)” réwnoleglym do powierzchni swobodnej otrzymujemy
nastepujace réwnania [45]:

(78)

opisujace warunki znikania obu sktadowych naprezenia na powierzchni. Na mocy (74) - (78)
otrzymamy [15, 45]:

2 [(Ou , ou Ov o ,\
Y= T <8xnx + <0y + 81') Ny + 3yny> =0, (79)
ou ou Ov ov
Q%nxmx + (8_y + %> (ngmy, + nymy) + Za—ynymy =0. (80)

Spetnienie warunkéw wyrazonych wzorami (79) i (80) zapewni poprawnosé warunkéw brzego-
wych na powierzchni swobodnej dla przyjetych zatozen.

5.2.1 Konfiguracje komoérek powierzchniowych

W przypadku symulacji dwuwymiarowej komoérki powierzchniowe moga znalezé sie w 15 r6z-
nych pozycjach wzgledem sasiadujacych pustych komorek, jak pokazano to na rysunku (21),
gdzie zaznaczone zostaly réwniez punkty weztowe predkosci pionowej (tréjkaty) i poziome;
(k6tka). Punkty te w procesie symulacji nie sa dobrze okreslone wprost z réwnan Naviera—
Stokesa. Nalezy wyznaczy¢ je korzystajac z warunkéw brzegowych wprowadzonych w poprzed-
nim podrozdziale. Niezaznaczone na rysunku cisnienie na granicy dwoch o$rodkéw wyliczane
bedzie w centrach komoérek powierzchniowych.

Z uwagi na podobienistwo czesci konfiguracji przedstawionych na rysunku (21) rozwazania
ograniczymy do pieciu wyréznionych przypadkow (réwnania dla reszty przypadkéw konstruuje
sie je analogicznie).

Kolejnym przyblizeniem, jakie przyjmiemy za [15, 45], jest zatozenie, ze w obrebie komorki
obliczeniowej powierzchnia swobodna lezy prawie réwnolegle do brzegéw komorek siatki obli-
czeniowej. Dzigki temu mozna przyjac, ze odpowiednie pary sktadowych wektorow n,, m, lub
ng, My sa bardzo mate i mozna je pomina¢ w réwnaniach (79) i (80).

W przypadku komérki powierzchniowej z jednym sasiadem pustym (sytuacja a) z rysunku
21) otrzymujemy z (79):

2 Ou

e 81
SD Reax Y ( )

co jednoznacznie definiuje wartos¢ cisnienia w komoérce powierzchniowej. Po dyskretyzacji
otrzymujemy wartos¢ ci$nienia w komorce powierzchniowej (i, 5):

2 (U055 — ui—O.Sj)
i = —— ’ 2 82
P4 = Re < Az (82)
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r—-—_— ——— 1 r—— - 1 r—— —_ - 1 r—— —_ - 1T r—— _—_ —— — 1
el CEL T e T
3] ] [ [SIe] [Edste] [ 3]} [E134E])
| | | - =
@) L oy L o L o) LB e (B
E
SIE S E é E¢SoE
E E E
E
s| ] [Efs 3T
E E E
E E
EcS Ecé E<é<E

Rysunek 21: Mozliwe konfiguracje utozenia komérki powierzchniowej (S) wzgledem komérek
pustych (E) oraz pelnych i powierzchniowych (bez oznaczenia).

W celu wyliczenia nieznanej predkosci na brzegu miedzy komoérks S, a E uzyjemy réwnania
ciaglosci (10), korzystajac z postaci dyskretnej (18). Dla omawianej sytuacji, szukana predkosé
V4 j+0.5 WYTNOSI:

A
Vi j+05 = Vij—05 T Aﬁi(uwo.&j — Uj—05,5)- (83)

W podobny sposéb wyznaczamy szukane wartosci brzegowe ci$nienia i predkosci dla sytuacji
oznaczonych od b) do e) z rysunku 21:

b)
1 U; j+0.5 — Ui j—0.5 Vi+0.5,5 — Vi—0.5,5
i = — > > : =1, 84
Pisi Re < Ay * Az (84)
Ui40.5,5 = Ui—0.5,5; (85)
Vi4+0.5,5 = Vi,j—0.5- (86)

¢) W tym przypadku ci$nienie w komérkach powierzchniowych ustawiamy réwne ci$nieniu
drugiego z osrodkéw (tu proznia),

902',]' _ Spprézma. (87)
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W przypadku dwoch naprzeciwlegltych komorek pustych do wyznaczenia predkosci uzy-
wamy wyrazen wynikajacych z wpltywu sity cigzkosci na ruch elementu cieczy,

nowe stare Gz
, = T S RNVAN / 88
uH—O.S,] uH—O.S,] + (FT)Q ) ( )
nowe __ , stare gx
ui_0.57]~ — ui—0.5,j + W * At (89)
d)
0ij = @prézniay (90)
o = ol I A (91)
%,7+0. ,J+0. (FT)2
nowe stare g
Vi 05 = Uz’,tj—o.5 + (Fi)g - At, (92)
Az
Uiy0.5,) = Ui—0.5, T A—y<vi,j+0.5 — V;j—0.5)- (93)
c)
Spi,j — (pp'réinia7 (94)
s PRl R RN (95)
4,5 —0. 4,7 —0. (FT)2
Az
Ui40.5,5 = WUi—0.5,5 1 A—y<vi,j+0.5 - Ui,j—0,5); (96)
nowe stare gv’C
Uiios5,; = uiio.5,j + W - At, (97)
nowe __ . stare gz
U5 = U5, T W - At. (98)

Analogicznie konstruuje sie wartosci predkosci i cidnienia przy komoérkach brzegowych, gdzie
nie istnieje problem dynamiki brzegéw. W powyzszym zestawieniu warunkéw brzegowych wy-
stepuja wartosci predkosci miedzy weztami, ktére znajdujemy przez prosta interpolacje liniows,
np. w celu wyliczenia w; 105 korzystamy ze wzoru:

(99)

b (w055 + Uiros g1 U055 T Uim055+1
Uij+05 = 5 - 5 + 5

Oproécz podanych wyzej warunkow brzegowych, mozna réwniez ze wzoru (80) wyznaczy¢ pred-
kosci przy brzegu (komorki puste sasiadujace z powierzchniowymi). Biora one bowiem udziat
w rozwigzaniu réwnan Naviera—Stokesa dla predkosci na granicy komoérek powierzchniowych
z pelnymi. Warunki te wyprowadza si¢ analogicznie do przedstawionych powyzej, a ich opis
i pelna klasyfikacje znalezé mozna w literaturze [1, 15]. W [8] znalezé mozna réwniez pel-
niejsza analize 1 wyprowadzenie oraz kompletng klasyfikacje warunkéw brzegowych dla metod
opartych o czastki znaczone.
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5.3 Ruch czastek znaczonych

Jak wspomnielismy w podrozdziale 5.1, czastki znaczone poruszaja sie po siatce obliczeniowe;j
zgodnie z biezacym rozkladem pola predkosci cieczy. Jako obiekty bezmasowe, czastki nie
posiadaja bezwtadnosci, przyjmujac w trakcie swojego ruchu predkos¢ lokalng wyliczona w
miejscu, w ktérym sie znajduja. W celu wyliczenia lokalnej predkosci cieczy w dowolnych
punktach nieweztowych siatki réznicowej wykorzystamy srednig wazona. Rozpatrzmy sytuacje
jak na rysunku 22, gdzie zaznaczonych zostalo kilka wyréznionych konfiguracji utozenia czastki
znaczonej w komorce, w ktorej sie ona znajduje.

== =7 |
a) b) c) | !
I =
Y21 @ )
A I | 3?"""'\ """""""""" o
\ | ;
\ \ J T
Y213 B | Yo & |3y
1 4 770 \ &l Py T T
Yo1 3, a, ‘ | ; [ 1 2
| I ‘ " ! Ay Ay
\ Yy a a
R L .
. Y1\a1 aO | . 1 ]X2 px
J [ [ J :
I I e .
X, X, d) | [
A~ A—t
. Yy, a a |
i i 2178 oo p
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Rysunek 22: Utozenie czastki znaczonej wzgledem centrum komorki siatki réznicowej. Na ry-
sunku zaznaczone zostaly: pseudo komorka otaczajaca czastke (linia przerywana), pozycja
czastki znaczonej (p,,p,) dla kazdej z czterech sytuacji, indeks komérki w ktorej znajduje sie
czastka (i, ), wagi dla poszczegdlnych predkosci weztowych a;, gdzie ¢ = 0. .. 3. Wielkosci 24,
T2, Y1, Yo S8 zaznaczonymi dtugosciami bokéw komorki.

Procedure rozpoczynamy od wyznaczenia komorki roboczej (linia przerywana na rysunku
22) tak, by czastka znajdowala sie w jej §rodku. Nastepnie wyliczamy po kolei pola przecieé
komorki roboczej i komérek odpowiadajacych najblizej potozonym warto$ciom znanym (wezto-
wym) odpowiedniego pola predkosci (pola ag, ay, ag, az z rysunku 22). Procedure te wykonu-
jemy oddzielnie dla predkosci poziomej (przypadki a i b), oraz predkosci pionowej (przypadki
c id) czastki. Dla kazdego obliczonego pola a; mamy przyporzadkowana predkosé weztowa u;,
co pozwala wyznaczy¢ predkosé w punkcie (p,, py) czastki znaczonej przez unormowanie sumy
iloczynéw pol i predkosci:

a;U;
Up = R A Ay (100)

i

Pozostaje wyznaczy¢ wielkosci a; oraz odpowiadajace im predkosci u;. W tym celu rozrézniamy
kolejne dwa przypadki, osobno dla predkosci poziomej i pionowe;j.
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Dla predkosci pionowej otrzymamy rézne wyrazenia w zaleznosci od tego, czy czastka znaj-
duje sie w prawej lub lewej potéwee swojej komérki (7, 5), co wyrazié mozna wprowadzajac
wielko$é f, rowna:

Pz
=1, 101
J Ax (101)
gdzie p, jest pozycja czastki, a Az rozmiarem komoérki w kierunku x. Jesli f, < 0.5, czastka
znajduje sie w lewej potéowce komorki, jesli f, > 0.5 w potowce prawej. Podobnie wyznacza sie

wielko$¢ f:
Dy
=-—=-1 102
fy Ay ) ( )
ktorej uzywamy w procedurze wyliczania predkosci poziomej, rozrozniajac przypadek gdy
czastka znajduje sie w gornej lub dolnej potéwce komorki. Analizujac geometrycznie wszyst-

kie z czterech przypadkéw pokazanych na rysunku 22 otrzymujemy nastepujace wyrazenia na
predkosci pionowe i poziome, kolejno dla kazdego z rozréznionych przypadkéw:

a) predkosé¢ pozioma u,, gérna potdéwka komoérki (f, > 0.5),

To = Ax — 11,

] 103
y1=(J+15) Ay —p,, (103)
Y2 = Ay — y1,

Qg Ujj + a1 - U1+ Q2 Uj—1 541 + A3 Ui 41
_ 104
U'p A.Z'Ay ) ( )
ToY1 - Uiy + T1Y1 - Uj—15 + T1Y2 - U1 41 + T2Y2 - Uj 41
— , 105
b) predkos$¢ pozioma u,, dolna potéwka komoérki (f, < 0.5),
1 =(G+1) Az —p,,
T9 = Az — 14

. ’ 106
y1=(j+05)- Ay —p,, (106)
Y2 = Ay — 1,

Ao Wij + a1 U1 + A - Ui—1j—1 + A3 - U1,
— ) 107
Up AIAy ) ( )
- ToYo - Wi + ToY1 - Ui—15 + T1Y1 - Ui—15+1 + T1Y2 * Ui j4+1 (108)
P AzAy ’
c¢) predkos$¢ pionowa vy, prawa potéwka komorki (f, > 0.5),
x1 = (i+1.5) - Az — p,,
To = Az — 11

] ’ 109
yi=U+1)- Ay —p,, (109)
Yo = Ay —y1,

Qg V5 + Q1 Vi1 + A2 - Vig1,5-1 + a3 - V51
_ 110
Up A%Ay ) ( )
T1Y2 * Vij + XT2Y2 * Viy1j + T2Y1 - Vit j—1 T T1Y1 - Vij—1
= 111
Up AI‘Ay ) ( )
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d) predkosé pionowa v,, lewa potéwka komorki (f, < 0.5),

x1=(i+0.5) - Azx — p,,
To = Ax — 11,

} 112
1= +1) Ay —py, (112)
Y2 = Ay — 1,
Qg - V5 + a1 -V;5-1+ Q2 Vi—1 -1+ a3 - Vi—1j
_ 113
Up ALUAy ) ( )
_ T2Y2 - Vi + Toy1 - Vix1; T T1Y1 c Vig15-1 T T1Y2 c Vi1 (114)
P AxAy '

Po wyliczeniu predkosci czastki znaczonej wykorzystaliSmy prosta metode Eulera pierwszego
rzedu do przesuniecia czastki w nowy punkt na siatce obliczeniowej:

P =g - A

, (115)

=y A

gdzie At jest krokiem czasowym symulacji. Majac na uwadze rzad doktadnosci metody Eulera,
warto pamietaé, ze przesuniecie czastki znaczonej na duza odlegtosé w jednym kroku (duze At)
miatoby powazne konsekwencje w postaci przyblizenia faktycznie zakrzywionego toru ruchu
czastki przez prosta. Wida¢ tu wyraznie, jak przydatne okazuje sie by¢ w takim uktadzie
spetnienie warunku stabilno$ci CFL wprowadzonego w podrozdziale 4.2.2.

5.4 Algorytm SIMPLE-MAC

Dla cieczy z powierzchnig swobodna skonstruowalismy algorytm obliczeniowy SIMPLE-MAC
opierajacy sie na metodzie SIMPLE z uwzglednieniem dynamiki oraz warunkéw brzegowych na
powierzchni swobodnej, ktére wynikaja z przyjecia czastek znaczonych do reprezentacji cieczy.
Ponizej przedstawiamy kompletny algorytm.

a) inicjalizacja siatki réznicowej, zerowanie pol predkosci i ci$nienia,

b) wstawienie poczatkowej konfiguracji czastek znaczonych (usrednione predkosci czastek
znaczonych kopiujemy w punkty weztowe siatki réznicowej),

¢) wyznaczenie poczatkowych (wstepnych) wartosci weztowych pola p*,

d) wyliczenie predkosci u* oraz v* odpowiadajacych cisnieniu probnemu przy pomocy pel-
nych réwnan dynamiki (55) oraz (56),

) rozwiazanie réwnania Poissona (54) na poprawke p’ do ci$nienia,

) obliczenie nowego ci$nienia p przy pomocy wzoru (59),

g) nalozenie warunkéw brzegowych na cidnienie p (podrozdziat 5.2.1),
)

wyznaczenie nowych wartodci w oraz v z réwnania (52) przy uzyciu (62) oraz (63) do
wyliczenia wartosci u' i v/,

i) natozenie warunkéw brzegowych na predkosci u i v (podrozdziat 5.2.1),
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j) przesuniecie czastek znaczonych (podrozdziat 5.3),

k) wyznaczenie nowej konfiguracji komérek dla nowego rozktadu czastek znaczonych (po-
wierzchniowe < puste, pelne «» powierzchniowe),

1) natozenie warunkéw brzegowych na ci$nienie p, p* i predkosci u, u*, v i v* (podrozdzial
5.2.1),

m) kontynuacja procesu iteracyjnego (skok do punktu d) tak dtugo jak V-u > ¢, za ci$nienie
probne przyjmujac p* = p,

n) obliczenie Atyq,, ze wzoru (69),
0) czy At < Atyaq, jesli tak: At = At -2, jesli nie: At = At/2,
p) t =t+ At, jesli t < 4, skok do d.

Przedstawiony algorytm SIMPLE, oprocz rozszerzenia o czastki znaczone, rézni sie nie-
znacznie od przedstawionego w rozdziale 4.2.1. Potrzeba zmiany konfiguracji brzegu powierzch-
ni swobodnej (przesuniecie czastek znaczonych i rekonfiguracja komérek siatki obliczeniowe;)
wymusita podwéjng iteracje, gdzie pierwsza iteracja wyniku (skok z punktu m do d) wykonu-
je sie tak dtugo, jak dtugo nie jest spetniony podstawowy warunek poprawnosci rozwigzania
(zerowanie dywergencji pola predkosci). Po wykonaniu pierwszej petli iteracyjnej, przechodzi-
my do procedur zwigzanych z czastkami znaczonymi, a nastepnie jesli ¢t < t,,42, gdzie taz
jest czasem zakonczenia obliczen, ponownie skaczemy do punktu d, zaczynajac nastepng petle
doiterowujacay.

5.5 Walidacja kodu SIMPLE-MAC

W celu sprawdzenia poprawnosci wynikow otrzymywanych przez kod obliczeniowy oparty o
metode SIMPLE oraz czastki znaczone MAC, rozwiazemy czesto spotykany w literaturze pro-
blem przeplywu cieczy swobodnej dla zatamania sie zapory ograniczajacej ciecz (ang. broken-
dam problem). Przyklad ten wybraliémy ze wzgledu na dostepnosé danych do$wiadczalnych
[24] oraz dokladnych i bardzo aktualnych wynikéw symulacji numerycznych [14, 25] dla tego
problemu.

Rozpatrzmy problem przedstawiony na rysunku 23. Ciecz znajdujaca sie w zbiorniku jest
ograniczona przez sztywna Sciane (gruba linia). Przegroda jest zwolniona w chwili ¢ = 0 i pod
wplywem grawitacji ciecz rozleje sie w catej objetosci uktadu.

Ze wzgledu na doswiadczalny charakter danych, do ktérych poréwnywaé bedziemy wy-
niki, wygodnie jest wprowadzi¢ tu opis wymiarowy danych uzytych do symulacji. Zgodnie z
[14, 24] kolejno za lepkos¢ dynamiczna, gesto$é i grawitacje przyjmujemy: p = 1-1073kg/m/s,
o = 1000kg/m?, g, = —9.8m/s?, co odpowiada liczbom kryterialnym Re = 1.000.000 oraz
(Fr)? = %. Przyjelismy tu jednostkowe wymiary catego uktadu oraz predkos¢ charaktery-
styczna u,, = lm/s. Z uwagi na bardzo duza liczbe Reynoldsa i mozliwe problemy z tym
zwigzane, do obliczen cztonu konwekcyjnego z réwnan Naviera—Stokesa uzyliémy schematu
"pod prad” (patrz rozdziat 3.4).

Pierwszym testem, jaki przeprowadziliémy, byto sprawdzenie zgodnosci geometrii powierzch-
ni swobodnej z kilku r6znych krokéw czasowych z wynikami przedstawionymi w pracy [14],
w ktorej zwickszong doktadnosé symulacji osiggnieto przez zastosowanie dynamicznego dziele-
nia siatki obliczeniowej w trakcie przeprowadzania symulacji. Dodatkowo wyniki w [14] uznaé
mozna za doktadne z uwagi na uwzglednienie przeptywu w powietrzu (o$rodek drugi, poza
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x=1,y=1

Proznia

x=0.25,y=0.5

Ciecz h

x=0,y=0 x=0.25,y=0

Rysunek 23: Problem ang. broken-dam. W chwili poczatkowej ¢ = 0 $ciana utrzymujaca ciecz
w zbiorniku zaznaczonym kolorem szarym zostaje zwolniona.

zbiornikiem z ciecza), gdzie réwniez rozwiazywane sa réwnania Naviera—Stokesa. W naszym
przypadku, w celu uproszczenia zjawiska, ograniczamy sie do przypadku cieczy znajdujacej sie
w zbiorniku wypetnionym przez prozni¢. Za jednostke czasu w przeprowadzonych obliczeniach,
za [14] przyjelismy T = t-g,/(2a), gdzie a jest szerokoscia poczatkows zbiornika cieczy (inaczej,
pozycja x zwalnianej zapory).

Na rysunkach 26 i 27 pokazane zostalty konfiguracje powierzchni swobodnej z [14] (strona
prawa) w okreslonych chwilach czasowych oraz konfiguracje czastek znaczonych z symulacji
kodem SIMPLE-MAC (strona lewa) dla tych samych chwil czasu. Rozmiar siatki, jaki przyje-
liSmy do obliczen, to 128 x 128. W przypadku symulacji metoda SIMPLE-MAC wizualizacja
jest bardzo prosta i wynikowe rysunki odzwierciedlajg bezposrednio rozktad czastek znaczo-
nych uzytych w obliczeniach do reprezentacji cieczy. Na przedstawionych rysunkach widaé
wyraznie bardzo dobra zgodno$é naszych wynikéw z wynikami z pracy [14]. Nieznaczne roz-
nice, jakie da sie zauwazy¢, mozna zaniedbac¢, a wynikaja one prawdopodobnie z uproszczen,
ktore przyjeliémy (proznia jako osrodek wypetiajacy symulowany zbiornik cieczy).

Dodatkowo, w celu doktadniejszego poréwnania otrzymanych wynikow z danymi doswiad-
czalnymi [24] i numerycznymi [14], przeprowadziliSmy pomiar wysokosci cieczy w funkceji czasu
oraz maksymalnej pozycji frontu cieczy w kierunku osi . Obie mierzone wielkosci: wysokosé
oraz pozycja frontu cieczy w kierunku osi x zostaty unormowane z wykorzystaniem poczatkowe;j
szeroko$ci kolumny rownej a. Wykresy obu wielkosci zamieszczone zostaly na dwu wykresach
na rysunku 24. Na wykresie po prawej stronie odtozone zostaty: unormowany czas na osi x,
pozycja frontu rozlewajacej sie cieczy na osi y. Widzimy, ze wyniki numeryczne otrzymane me-
toda SIMPLE-MAC odbiegaja nieznacznie od danych eksperymentalnych, jednak osiagnelismy
wyniki zblizone, a nawet lepsze od obliczen numerycznych przedstawionych w [14]. Autorzy te]
pracy ttumaczg rozbieznosé¢ teorii z eksperymentem, jako wynik problemow jakie powstaty w
eksperymencie w trakcie pomiaru frontu cieczy, opisanych w [24].

Wykres po stronie lewej, to poréwnanie wynikow kodu SIMPLE-MAC z danymi ekspe-
rymentalnymi [24] dla przypadku pomiaru wysokosci cieczy od chwili T = 0. Otrzymana tu
zgodnos¢ z danymi eksperymentalnymi nie pozostawia watpliwosci co do poprawnosci kodu
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numerycznego.

Oproécz poréwnania wynikéw otrzymywanych w procesie symulacji, warto w tym miejscu
sprawdzi¢, jak wyglada rozktad dywergencji pola wektorowego predkosci dla kilku réznych
chwil czasu. Z zalozenia wiemy, ze aby warunek zachowania masy byt spetniony - dywergencja
w calej objetosci cieczy musi znikaé. Na rysunkach 25 przedstawione zostaly wykresy |V -u| dla
dwoch chwil czasu: T' = 1.617 oraz T' = 3.233. Otrzymany wynik wskazuje, ze skonstruowana
metoda numeryczna wykazuje bardzo dobrg zgodno$é z doswiadczeniem, a skala odchylenia
od zera, wartosci bezwzglednej dywergencji pola predkosci w obrebie catej siatki jest bardzo
mata ($rednio |V - u| = 1079) i akceptowalna [48].

11

T T T
— SIMPLE+MAC, 128x128
O Dane eksper Martin & Moyce 1952

1

09r-

hi(a)

—A— Wyniki numeryczne, Deborah Greaves 2004 | |
O Dane eksperymentalne, Martin & Moyce 1952
—— SIMPLE+MAC
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tEsqr(gy/a) tDsqr(Zgy/a)

Rysunek 24: Poréwnanie pomiar6w bezwymiarowej wysokosci (strona lewa) i szerokosci (strona
prawa) frontu cieczy.
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Rysunek 25: Wykresy bezwzglednej wartoséci dywergencji p6l predkosci |V - u| dla chwili 7' =
1.617 (lewa strona) oraz T' = 3.233 (prawa strona).
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5 I

Rysunek 26: Wyniki symulacji problemu opuszczonej tamy dla metody SIMPLE-MAC (lewa
strona) oraz z pracy [14] (strona prawa) dla bezwymiarowych chwil czasu: a) T'= 0, b) T' =
1.617, ¢) T = 3.233.
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R

Rysunek 27: Wyniki symulacji problemu opuszczonej tamy dla metody SIMPLE-MAC (lewa
strona) oraz z pracy [14] (strona prawa) dla bezwymiarowych chwil czasu: a) T' = 4.850, b)
T =6.466, c) T = 8.029.
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6 WYNIKI

6 Wyniki

W tym rozdziale przedstawione zostana wyniki obliczen przeprowadzonych przy pomocy kodow
obliczeniowych SIMPLE (bez powierzchni swobodnej) oraz SIMPLE-MAC (z powierzchnia
swobodna) dla kilku wybranych probleméw hydrodynamiki cieczy niescisliwe;j.

6.1 Przeplyw przez zakrzywiony kanat

Pierwszym problemem, jaki zostal rozwiazany, jest przeptyw cieczy niescisliwej o réznych licz-
bach Reynoldsa przez zakrzywiony, prostokatny kanat (kolanko) [41]. Jest to dobry przyktad
pokazujacy wptyw liczby Reynoldsa na powstajace w cieczy wiry przyscienne. Dla wyzna-
czenia liczb kryterialnych, za wielkosci charakterystyczne przyjeliSmy odpowiednio: predkosé
wpltywowsq oraz Srednice kanatu.

Re=65 Re=100

Rysunek 28: Przeptyw przez zakrzywiony kanatl, dla réznych liczb Reynoldsa. Siatka oblicze-
niowa 40 x 40.
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Na rysunku 28 pokazane zostaly konfiguracje koncowe przeptywu stacjonarnego przez za-
krzywiony kanal. Za warunki brzegowe przyjelisSmy Sciany sztywne z poslizgiem, a wptyw cieczy
na poczatku kanatu nastepuje ze stata predkoscia znormalizowang u = 1. Otrzymane wyniki
pokazuja, ze w tego typu przeptywie kluczowsa role w powstawaniu wirow wewnatrz przeptywow
odgrywa liczba kryterialna Reynoldsa. Dla wartosci Re=15 przeptyw jest catkowicie laminar-
ny, ciecz nie wykazuje zadnych odchylen od ruchu wzdtuz Scianek ograniczajacych. Jednak juz
dla Re=45 wida¢ nieznaczne zawirowanie w prawym dolnym rogu na ugieciu kanatu. Efekt
ten wzmacnia si¢ wraz ze wzrostem liczby Re i dla Re>65 efekt ten jest juz bardzo widoczny.
Dodatkowo dla Re=65 i Re=100 tworzy sie rowniez dodatkowy wir przy wewnetrznym zakrzy-
wieniu kanatlu, tuz za nim. Zjawiska towarzyszace przeptywowi w kolanku podtwierdzaja, ze
oderwanie linii pradu od Scian ograniczajacych nastepuje nie tylko w przypadku optywu ciat
z zewnatrz, lecz rowniez w przypadku przepltywu wewnatrz zakrzywionych kanatéw [41].

6.2 Przepltyw przez pek rur

Nastepnym zagadnieniem, ktore postaramy sie rozwigzaé przy pomocy stworzonego kodu ob-
liczeniowego, jest przeptyw cieczy w kanale z umiejscowionym, w obszarze przeptywu, pekiem
rur. Istniejace dane eksperymentalne [42, 43] dla tego zagadnienia pozwola potwierdzi¢ dzia-
tanie kodu oraz odpowiedzie¢ na pytanie, jaki charakter ma przeptyw przez zestaw przeszkod
taki jak pek dos¢ ciasno upakowanych cylindrow. Drugim pytaniem jakie postawimy jest: czy
symulacja numeryczna moze da¢ w wyniku dane petniejsze niz eksperyment?

7y

- A
LI

Ay}

Rysunek 29: Wektory predkosci dla przepltywu cieczy przez kanal z pekiem rur, obliczenia
(rysunek po lewej) dla Re=159 i siatki obliczeniowej 100 x 100. Poréwnanie z wynikiem z
eksperymentu [43] (rysunek po prawej).

Za [43] przyjmijmy nastepujace wartosci charakteryzujace przeptyw: liczbe Re = 159, za
predkos$é charakterystyczna u = 0.0146m/s (Srednia predko$¢ w cieczy), a za rozmiar charak-
terystyczny srednice pojedynczej rury. Na rysunku 29 przedstawione zostaly konfiguracje pol
wektorowych predkosci dla kodu numerycznego (rysunek po lewej stronie) oraz pochodzace
wprost z eksperymentu (rysunek po stronie prawej) utworzone metodg DPIV [42, 43]. Linia na
rysunku po lewej stronie wskazuje kierunek i wzgledng predkosé lokalng cieczy w punkcie za-
czepienia. Wida¢ wyraznie, ze przeptywajaca przez pek rur ciecz tworzy swego rodzaju sciezki
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wysokich wartosci predkosci tworzac miejsca "martwe” tuz za kazda z rur. Predkos¢ w tych
miejscach jest bardzo mata, jak wida¢ to na rysunku 29, stad mozna uznac, ze ciecz, ktora sie
tam znajdzie, juz sie stamtad nie wydostanie. Zestawione wyniki doswiadczalne potwierdzaja
bardzo dobrze poprawnos¢ dziatania kodu obliczeniowego, co rowniez wida¢ poréwnujac oba
wyniki na rysunku 29.

W celu doktadniejszego okreslenia pol predkosci w miejscach stabo widocznych na rysunku
29 zastosowalidémy wizualizacje przy pomocy linii pradu. Dzieki temu, ze wektory predkosci sa
w kazdym punkcie réwnolegle przystajace do linii pradu, mozemy doktadniej przeanalizowaé
zjawiska wystepujace w miejscach ,martwych” w omawianych wynikach.

il
it o e
[\ B

Rysunek 30: Przeptyw cieczy dla przez kanat z pekiem rur, dla Re=159. Siatka obliczeniowa
100 x 100. Wizualizacja linii pradu.

Na rysunku 30 pokazana zostala wizualizacja tego zjawiska przy pomocy linii pradu. Widzi-
my, ze za powstawanie miejsc o matych gradientach predkosci odpowiedzialne jest powstawanie
wiréw przy tylnej czesci kazdej z rur. Predko$é w obszarze kazdego z wiréw jest bardzo ma-
ta i dlatego reprezentacja przy pomocy wektoréw lokalnych pél predkosci nie zdata w tym
przypadku rezultatu. W tym miejscu wida¢ réwniez, jak poteznym narzedziem jest dziata-
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jacy poprawnie kod numeryczny, bez ktorego wyjasdnienie zjawisk powstajacych w miejscach
szczegoblnie interesujacych bytoby eksperymentalnie dos¢ trudne.

6.3 Sciezka wirowa von Karmana

Przeplyw cieczy przez kanat z przeszkodag ustawiong na jej drodze w przypadku liczb Rey-
noldsa Re > 50 tworzy bardzo skomplikowane struktury wirowe. Przeprowadzilismy symulacje
tego zjawiska przyjmujac warunki zadane w literaturze [15]. Za przeszkode przyjeliémy walec,
a za dhugos¢ charakterystyczna L przyjeliSmy jego srednice. Predkos¢ charakterystyczna prze-
pltywu to predkosé wpltywu cieczy (Scianka z lewej strony). Na $ciance wplywowej przyjelismy
paraboliczny rozktad predkosci poziomej, przyjmujac predkosé v = 1.5 w jej centrum.

Dla tak przyjetych warunkéw przeptywu przeprowadzona zostata symulacja zjawiska prze-
pltywu przez kanal z przeszkoda dla liczby Re = 100. Z uwagi na niestacjonarny charak-
ter przeptywu, zamiast wizualizacji przy pomocy linii pradu (ang. streamlines), do symulacji
wprowadzone zostaty czastki znaczone, sledzone analogicznie jak w przypadku symulacji cie-
czy z powierzchnia swobodna. Odktadajac na kazdym kroku czasowym nowe potozenia czastek
uzyskujemy obrazy reprezentujace dynamike cieczy w przeptywie niestacjonarnym (ang. stre-
aklines).

T =16.0 T =20.0

Rysunek 31: Sciezka wirowa Karmana dla réznych chwil czasu. Re = 100, siatka 160 x 40.

Na rysunku 31 pokazanych zostalto pie¢ réznych konfiguracji czastek znaczonych dla szesciu
roznych chwil czasu. W tym miejscu warto zaznaczy¢, ze brak czastek znaczonych w obrebie
catej przestrzeni symulowanego zjawiska nie oznacza wystepowania powierzchni swobodne;j.
Réwnania przeptywu sa rozwiazywane w calej objetosci, a czastki znaczone stuza tu jedynie
do Sledzenia (reprezentowania) jej wybranej czesci. Najbardziej interesujacym zjawiskiem, jakie
wystepuje w przeprowadzonej symulacji, jest powstawanie i odrywanie sie skomplikowanych
struktur wirowych za przeszkoda dla dalszych chwil czasowych. Na rysunkach 31 przesledzic¢
mozna, jak struktury te tworza si¢ dynamicznie w czasie.

Dodatkowo przeprowadziliémy szereg symulacji dla r6znych liczb kryterialnych Re z zakresu
od 20 do 200, a wyniki przedstawione zostaly na rysunkach 32. Wida¢ wyraznie, ze odrywanie
sie struktur wirowych za przeszkodg zaczyna wystepowaé pomiedzy liczbg Re = 50, a Re =
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Rysunek 32: Sciezka wirowa Karmana dla réznych liczb Reynoldsa. T' = 20, siatka 160 x 40.

75. Dla matych liczb, np. Re = 20 na rysunku, otrzymujemy nawet przeplyw stacjonarny.
Podkresli¢ nalezy, ze otrzymane wyniki zgadzaja si¢ doskonale z wynikami innych obliczen

numerycznych oraz danymi eksperymentalnymi [13, 15].

Dla przypadkow Sciezki wirowej oraz przeptywu przez pek rur, w dodatku A przedstawiona
zostata rowniez wizualizacja kolorowa, gdzie odpowiednie sktadowe koloréw odpowiadajg pred-
kosci cieczy. Natezenie sktadowej czerwonej koloru odpowiada wielkosci bezwzglednej wektora
pola predkosci w kierunku x, odpowiednio sktadowa zielona odnosi sie do predkosci w kierunku

osi y.
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6.4 Kropla cieczy

Jednym z gtéwnych celéw niniejszej pracy jest symulacja zjawiska kropli spadajacej na ptaska
powierzchnie oraz do ptytkiego i gltebokiego zbiornika. W roku 1967, w dwa lata po wprowa-
dzeniu metody czastek znaczonych [21, 48|, Harlow i Shannon z laboratoriéw w Los Alamos
opublikowali wyniki dzialania klasycznej metody czastek znaczonych w zastosowaniu do zja-
wiska kropli spadajacej do plytkiego i glebokiego zbiornika [19, 20].

Po zaimplementowaniu doktadnej kopii kodu obliczeniowego opartego o klasyczna metode
czastek znaczonych [21, 48] okazalo sie, ze symulacja dla zadanych w [21] warunkéw nie daje
dobrych rezultatéow i w zaden sposéb nie mozna powtorzy¢ przeprowadzonych badan. Nieste-
ty, dos¢ stare juz prace [19, 20] nie zawieraja wielu informacji, potrzebnych do powtérzenia
pokazanych w nich wynikéw. Brak informacji o charakterystycznych rozmiarach przyjetych
w przygotowaniu symulacji numerycznej przy zaniedbaniu lepkosci praktycznie uniemozliwia
sprawne i doktadne powtorzenie tych wynikow, co pozwolitoby w konsekwencji doktadniej prze-
analizowa¢ obserwowane zjawiska. Jedna z cech otrzymywanych wynikéw symulacji metoda
czastek znaczonych dla zatozen przyjetych w [20, 19] byto, ze praktycznie niemozliwe okazato
sie zaobserwowanie jakichkolwiek zjawisk dla cieczy z powierzchnig swobodng dla wiecej niz
kilku poczatkowych chwil czasu. Ze wzgledu na jedno z najwazniejszych zatozen - pominiecia
cztonu lepkosciowego w réwnaniach Naviera—Stokesa - metoda MAC okazata si¢ bezwarunkowo
niestabilna, bez wzgledu na przyjety krok czasowy, czy rozmiar siatki obliczeniowe;j.

Z korespondencji z jednym z autoréw tych prac [18], dowiedzieliSmy sie, ze faktycznie kla-
syczna metoda MAC nie miala prawa dziata¢ dla sytuacji opisanych w [19, 20]. Okazalo sie,
ze autorzy tych prac uzyli w rozwigzaniu probleméw o lepkosci réwnej zero schematéw sta-
bilizujacych cztony konwekcyjne w réwnaniach Naviera—Stokesa. Schematem, ktérego uzyli,
byla metoda Upwind pierwszego rzedu [18] (patrz rozdzial 3.4). Na uwage zastuguje fakt,
ze W wymienionych pracach nie ma zadnych informacji na ten temat, co praktycznie unie-
mozliwiato otrzymanie podobnych wynikéw. Do stabilizacji cztonéw konwekcyjnych uzyjemy
hybrydy metod Upwind pierwszego rzedu [18] z metoda centralna poprzez wagowe wspotezyn-
niki, przyjmujac w symulacjach wage 0.2 dla metody centralnej oraz 0.8 dla metody Upwind.
Pozwoli to na wyeliminowanie przynajmniej czesci dyfuzji numerycznej wprowadzanej przez
prosty schemat pierwszego rzedu, bez czego otrzymywane rezultaty nie wykazywaly zadnych
interesujacych cech.

Niestety nie udato sie uzyskaé¢ informacji na temat rozmiaréw i przyjetych wielkosci sia-
tek obliczeniowych, stad utrudnione bedzie otrzymanie rezultatow doktadnie odpowiadajacych
literaturowym.

W dalszej czesci pracy w slad za [19, 20] przyjmiemy, ze ciecz posiada zerowa lepkosé (u = 0)
i nie wystepuje napiecie powierzchniowe. Dotychczas nie udato sie (lub nie sa nam znane)
symulacje numeryczne, dla takich zatozen, potwierdzajace wyniki z 1967 roku otrzymane w
Los Alamos. Ich potwierdzenie jest o tyle wazne, ze zaniedbujac dwie bardzo wazne cechy cieczy
niedcisliwej (lepkosé i napiecie powierzchniowe) udato sie uzyskaé¢ wyniki, ktére wskazuja, ze
szereg interesujacych zjawisk wystepuje bez nich.

6.5 Kropla spadajgca na plaskg powierzchnie

Analize efektow fizycznych zwigzanych z kropla cieczy rozpoczniemy od przypadku kropli
spadajacej na ptaska powierzchnie. Rozpatrzmy krople cieczy o promieniu R = 10, znajdujaca
sie w prozni. Za predkosé kropli tuz przy powierzchni przyjmiemy v = —1.0. Na rysunku
33 pokazanych zostato kilka kolejnych chwil czasowych symulacji przeprowadzonej dla tak
zadanych warunkow. Wida¢ wyraznie charakterystyczne sptaszczenie sie kropli przy uderzeniu
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oraz rozbryzg cieczy w kierunku réwnolegtym do powierzchni.

T=10

T=14

T=18

Rysunek 33: Symulacja kropli spadajacej na ptaska powierzchnie dla predkosci poczatkowej
v = —1.0 w momencie uderzenia.

Na rysunku 34 poréwnujemy maksymalna wysokosé kropli w trakcie przebiegu symulacji
z dostepnymu danymi. Osiagnieta zgodnos¢ z eksperymentem [49] oraz symulacja przeprowa-
dzona w Los Alamos [20] jest bardzo dobra.

6.6 Kropla wpadajgca do glebokiego zbiornika

Kropli wpadajacej do gltebokiego zbiornika towarzyszy szereg bardzo interesujacych zjawisk
fizycznych. Rozpatrzmy krople o promieniu R = 10, uderzajaca w powierzchnie cieczy o gte-
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22

— — SIMPLE+MAC
O eksperyment
—— Harlow & Shannon

Rysunek 34: Poréwnanie pomiaru maksymalnej wysokosci kropli w trakcie uderzenia o ptaska
powierzchnie z eksperymentem [49] oraz wynikami z [20].

bokosci h = 4 - R spadajac z réznych wysokosci. Dla réznych predkosci kropli przy samej
powierzchni cieczy (co jest réwnoznaczne z réznymi wysokosciami poczatkowymi spadajace;
kropli) obserwujemy odmienne zachowanie sie powierzchni swobodnej. Do obliczen przyjmiemy
siatke o rozdzielczosci 80 x 80.

Na rysunku 35 przedstawione zostaly wyniki dla kropli z predkoscig poczatkowa v = —1.0
dla zerowej lepkosci oraz grawitacji g, = —1.0. Proces wpadania kropli do zbiornika podzieli¢
mozna na kilka etapéw: (I) rozpedzenie si¢ kropli przy spadku swobodnym, (II) formowanie
sie zaglebienia na powierzchni w miejscu uderzenia, (III) po osiagnieciu minimum, powrdt
powierzchni swobodnej w kierunku ku gérze, (IV) formowanie sie pionowej kolumny cieczy,
(V) oderwanie sie kropli na szczycie kolumny, (VI) obnizanie kolumny i oscylacje powierzchni
swobodnej. W zasadzie etapy 11 VI nie sg interesujace z pounktu widzenia omawianego zjawi-
ska. Na przedstawionym rysunku widaé¢ ewolucje czasowa konfiguracji powierzchni swobodnej
cieczy (oraz jej czeSci wewnetrznej w zbiorniku) reprezentowanej przez czastki znaczone, gdzie
piksel rysunku reprezentuje pojedynczg czastke. Otrzymany wynik zgadza sie dos¢ dobrze ze
znanym z literatury [19]. Dla predkosci v = —1.0 nie nastapito oderwanie kropli w koficowe;
fazie symulacji, a opierajac sie na [19, 20| efekt ten zalezy m.in. od predkosci wlotu kropli do
zbiornika. Na rysunku 36 przedstawione zostato poréwnanie wynikow otrzymanych dla dwoch
roznych wysokosci poczatkowych kropli dla ktérych predkosci przy powierzchni cieczy w zbior-
niku wynosity odpowiednio v = —2 oraz v = —6.

W przypadku poréwnania pokazanego na rysunku 36 wida¢, ze dynamika zjawisk w obu
przypadkach rézni sie, ale nieznacznie. Na pewno nie da si¢ zauwazy¢ tak duzych réznic, jak
przedstawione przez Harlowa z Los Alamos. Réznice te bylyby o wiele mniejsze w przypadku
catkowitej stabilizacji cztonu konwekcyjnego metoda Upwind pierwszego rzedu, stad potrzeba
wprowadzenia modyfikacji polegajacych na wagowym uwzglednieniu rozwigzania przy pomocy
schematu centralnego (patrz wstep).

Na rysunku 38 przedstawione zostaly wysokosci szczytu kropli nad powierzchnia swobodna
(pozioma, kreskowana linia), w czasie trwania zjawiska jej wpadania do zbiornika, dla r6znych
predkosci poczatkowych kropli. Wida¢ wyraznie, ze zwigkszanie predkosci poczatkowej kro-
pli powoduje obnizenie minimalnej wysokosci powierzchni swobodnej, co z powodu wigkszych

60



6.6 Kropla wpadajaca do gtebokiego zbiornika 6 WYNIKI

Rysunek 35: Symulacja kropli wpadajacej do glebokiego zbiornika dla predkosci v = —1.0
kropli w momencie uderzenia.

cisnien na dnie zbiornika prowadzi do utworzenia wyzszej kolumny cieczy w fazie IV symu-
lacji. Na rysunku 37 pokazany zostal wykres cisnienia na dnie zbiornika (pod kropla, przy
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T=13.5

T=18

Rysunek 36: Symulacja dla predkosci v = —2.0 (po lewej) oraz v = —6 (po prawej)

Sciance dolnej) pokazujacy widoczna korelacje miedzy ci$nieniem w zbiorniku, a zjawiskami
zachodzgcymi na powierzchni cieczy swobodnej.

Patrzac na przypadek predkosci v = —6, widaé, ze poczatkowy wzrost ci$nienia zwigzany z
uderzeniem i wstepnym oddaniem energii kinetycznej przez krople osigga maksimum w okolicy
czasu T' = 2. Nastepnie w miare obnizania si¢ powierzchni cieczy w punkcie uderzenia kropli
(rysunek 38) ciénienie maleje, co wyttumaczyé mozna wypychaniem cieczy na boki (wzrost
wysokosci powierzchni swobodnej przy $ciankach naczynia, patrz rysunek 35). Nastepnie dla
T =9 widaé, ze wysoko$¢ cieczy w punkcie wlotu kropli (rysunek 38) oraz ci$nienie na dnie
naczynia osiaga minimum po ktérym nastepuje szybki wzrost obu wartosci. W okolicy punktu
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Rysunek 37: Cisnienie na dnie zbiornika, pod kropla dla dwoch réznych predkosci poczatkowych
kropli.

70 T
- v=-1.0

max

Rysunek 38: Wysoko$¢ szczytu kropli nad powierzchnig swobodna dla szesciu predkosci po-
czatkowych.

T = 13 nastepuje najbardziej interesujaca czes¢ zachowania si¢ cisnienia: przy stale wzra-
stajacej wysokosci kropli nad powierzchnig swobodng, cisnienie zaczyna male¢, co ttumaczy
powstanie pionowej kolumny cieczy (rysunek 35). Na pokazanym wykresie widaé oscylacyjne
zachowanie si¢ wartosci cisnienia dla predkosci v = —6, ktére by¢ moze sa jednym z powo-
dow tego, iz w przeprowadzonej symulacji nie nastepuje faza V zjawiska - oderwanie kropli na
szczycie kolumny powstajacej w fazie I'V.

Niestety uzycie predkosci wlotowych kropli v > 6 powoduje kompletng zmiane obserwo-
wanego zjawiska ze wzgledu na zbyt szybkie i dynamiczne wyrzucenie cieczy w kierunkach
poziomych po fazie I.

Otrzymane wyzej rozwigzania sa symetryczne, co potwierdza ze kod numeryczny nie wpro-
wadza niedoktadnosci (zwiazanych z kierunkiem obliczen przyjetych w procedurach iteracyj-
nych na ci$nienie oraz w procedurach liczacych pola predkosci) do rozwiazania. Symetrie te
uzyskalismy po wnikliwej i doktadnej analizie kazdego z elementéw kodu obliczeniowego, gdyz
poczatkowo otrzymywane rezultaty nie wykazywaly tej cechy. Szczegdlnie wazna, ze wzgle-
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du na symetrie rozwigzania okazata sie petla iteracyjna na cisnienie, gdzie $cisle okreslony
kierunek przejscia siatki przy cyklicznym wyliczaniu pola cisnienia metoda sukcesywnej nad-
relaksacji wprowadza sztuczne gradienty cis$nienia w danym kierunku. Ze wzgledu na te ceche
wprowadziliSmy do istniejacego kodu modyfikacje polegajaca na naprzemiennym przejsciu siat-
ki obliczeniowej: dla krokéw parzystych ze strony lewej w gore, dla krokéw nieparzystych - ze
strony prawej w dot.
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7 Whnioski

Gl6éwny cel niniejszej pracy magisterskiej, czyli stworzenie od podstaw kompletnego kodu do
symulacji szerokiego zakresu zjawisk zachodzacych w cieczach niescisliwych, zostat zrealizo-
wany. Wyniki standardowych testowych przypadkéw przeptywu przez zamkniety kanal (ang.
Couette Flow) [3, 33| oraz jaskinie (ang. Lid-Driven Cavity Flow) [6, 34, 50] pokazaly, ze kod
numeryczny doskonale rozwiazuje przypadki przeptywéw w obszarach zamknietych (obszar sy-
mulacji w catoéci wypelniony ciecza, bez powierzchni swobodnej). Dla przypadku cieczy znaj-
dujacej sie w zbiorniku z préznia (problem ruchomych warunkéw brzegowych na powierzchni
swobodnej) przeprowadzony zostal test zerwanej tamy (ang. Broken Dam Problem) [14, 24].
Otrzymane wyniki poréwnaliSmy do prac opierajacych sie o inne metody rozwiazania oraz do
danych eksperymentalnych. Uzyskana zostata bardzo dobra zgodnosé z obliczeniami [14] oraz
z danymi do$wiadczalnymi [24].

Po przeprowadzeniu testéw walidacyjnych, potwierdzajacych prawidtowe dziatanie kodu
numerycznego, rozwigzanych zostato kilka probleméw przeptywu cieczy w kanatach zamknie-
tych oraz otwartych. Oprocz rozwiazania dwoch klasycznych probleméw: przeptywu przez za-
krzywione kolano i powstawania wiréw przy Scianach, oraz Sciezki wirowe von Karmana, pod-
jelismy probe doktadnej wizualizacji przeptywu przez pek rur zawieszonych w poruszajacej sie
cieczy. Otrzymane wyniki pozwolilty doktadnie przeanalizowaé to zjawisko. Poréwnanie wyni-
kéw do danych do$wiadczalnych [46, 43], dalo z jednej strony na kolejny dowdd poprawnego
dziatania kodu, z drugiej zas - na doktadniejszy obraz zachowania cieczy w miejscach trudno
pokazanych przez eksperyment (obszar wirowy tuz za pojedyncza rura).

W przypadku powierzchni swobodnej, zagadnieniem jakie chcieliSmy rozwigzac¢, byta sfe-
ryczna kropla cieczy spadajaca na ptaska powierzchnie oraz do gtebokiego zbiornika. Dla przy-
padku pierwszego, otrzymane wyniki poréwnane zostaly z eksperymentem [19]. Towarzyszy
temu zjawisku szereg interesujacych, z punktu widzenia fizyki, efektéw: formowanie sie za-
gtebienia w cieczy w chwili uderzenia kropli o powierzchnie, powstawanie korony wokoét tego
zaglebienia, formowanie sie pionowej kolumny cieczy (ang. Worthington Jet) oraz oderwanie
kropli w koncowej fazie symulacji. W przypadku ptaskiej powierzchni otrzymane wyniki po-
réwnalismy do dostepnych danych do$wiadczalnych [49] i innych obliczenn numerycznych [20]
otrzymujac bardzo dobra zgodnos¢é. Rowniez w przypadku kropli wpadajacej do glebokiego
zbiornika, wiele efektéw towarzyszacych wystapito, jak oczekiwaliSmy. Nie udalo sie jednak
uzyska¢ ostatniej fazy w symulacji kropli wpadajacej do glebokiego zbiornika - oderwania
kropli od pionowej kolumny ang. Worthington Jet.

Préba wyttumaczenia powodu braku efektu oderwania kropli w koncowej fazie symulacji
przeprowadzonej w poprzednim rozdziale prowadzi do szeregu wnioskéw i pokazuje mozliwe
kierunki rozwoju kodu obliczeniowego w celu uzyskania tego efektu. Pierwszym krokiem po-
prawy dziatania kodu powinna by¢ doktadna analiza wptywu wybranego schematu stabilizacji
cztonu konwekcyjnego na otrzymywane wyniki. Zastosowanie schematu Upwind pierwszego
rzedu wprowadza bardzo znaczna dyfuzje numeryczna do otrzymywanych rozwigzan (nota-
bene dzieki temu mozliwe byto przeprowadzenie symulacji dla p = 0), co wygtadza znacznie
otrzymywane rezultaty powodujac, ze pomimo braku lepkosci ciecz zachowuje sie, jak gdyby
posiadata do$¢ znaczng lepkosé. Zupetie nie zgadza si¢ to z wynikami z literatury, co wska-
zuje, ze warto byltoby stabilizowa¢ cztony konwekcyjne metodami wyzszych rzedéw SMART,
VONOS, UTOPIA itd. [10, 47].

Do$c¢ zastanawiajacym jest réwniez zalozenie przez Harlowa i Shannona kompletnego bra-
ku napigcia powierzchniowego w cieczy [19, 20]. Z jednej strony do$¢ duza skala opisywanych
zjawisk sugeruje, ze napiecie powierzchniowe nie odegra znacznej roli, z drugiej zas niewielkie
rozmiary kolumn cieczy w koncowych stadiach symulacji sugerowa¢ moga, ze napiecie po-
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wierzchniowe poprawi wynik. Poprzez tendencje do zmniejszania objetosci zajmowanej przez
ciecz, obserwowane w kolumnie cieczy przewezenia moga przez napiecie powierzchniowe zostac
oderwane.

Nastepnym krokiem bytaby proba przepisania kodu obliczeniowego tak, by dziatal i roz-
wigzywal dwuwymiarowe zagadnienie we wspoétrzednych cylindrycznych. Nie jest jasne, czy
redukcja wymiaru w przypadku nieliniowych réwnan Naviera—Stokesa nie wprowadza do roz-
wiazania zbyt znacznych uproszczen. Ostatnie wyniki literaturowe [35] symulacji kropli cieczy
przeprowadzonej w przypadku trojwymiarowym réwniez nie wykazujg jednak efektu oderwa-
nia. Postawi¢ mozna wiec pytanie, czy redukcja wymiaru w przypadku silnie nieliniowych,
tréjwymiarowych réwnan rézniczkowych, nie spowoduje réznic w rozwigzaniach przy opisie w
roznych uktadach odniesienia?
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A Dodatek: Wizualizacje zjawisk przeplywu

Aby podkresli¢ walory estetyczne uzyskanych wynikéw, w niniejszym dodatku zamieszczone
zostaly kolorowe wizualizacje dwoch zjawisk przeptywu omawianych w rozdziale 7.

Rysunek 39: Przeptyw przez pek gesto upakowanych rur dla Re = 50, siatka réznicowa o
rozdzielczosci 80 x 80.
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Rysunek 40: Sciezka wirowa von Karmana dla 7' = 20 oraz Re = 220 na siatce o rozdzielczosci
200 x 70.
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