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Woda bywa czasem gwa“towna, a czasem
silna, czasem kwa–na, a czasem gorzka,
czasem s“odka, a czasem rzadka lub gƒsta,
czasem przynosi cierpienie lub zarazƒ, czasem
daje zdrowie, czasem jest truj¡ca. Przechodzi
tak liczne i ró»ne zmiany, jak ró»ne s¡
miejsca, przez które przep“ywa. Tak jak lustro
zmienia kolor wraz z tym, co siƒ w nim odbija,
tak woda zmienia siƒ wraz z charakterem
otoczenia, staje siƒ g“o–na, niszcz¡ca,
spokojna, siarczana, s“ona, wcielona, smutna,
w–ciek“a, z“a, czerwona, »ó“ta, zielona, czarna,
niebieska, t“usta, gƒsta lub rzadka. Czasami
powoduje po»ar, czasami go gasi, bywa gor¡ca
lub zimna, zabiera lub przynosi, niszczy lub
buduje, przyspiesza lub jest sta“a; wyznacza
czas »ycia i –mierci, wzrostu lub zaniku,
czasami »ywi, a kiedy indziej wrƒcz przeciwnie;
czasem ma posmak, a czasem jest bez smaku,
czasami zatapia wioski wielk¡ powodzi¡. Wraz
z up“ywem czasu i wody wszystko siƒ zmienia.

Leonardo da Vinci
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1 WST�P

1 Wstƒp
Gwa“towny rozwój komputeryzacji we wczesnych latach 50’ i pojawienie siƒ szybkich super-
komputerów w du»ych o–rodkach naukowych na –wiecie, umo»liwi“o rozpoczƒcie prac nad me-
todami symulacji skomplikowanych zjawisk �zycznych [17]. Jedn¡ z rozwijaj¡cych siƒ do dzi–
dziedzin symulacji s¡ komputerowe badania nad dynamik¡ cieczy, ang. Computational Fluid
Dynamics (CFD), które maj¡ ogromne znaczenie praktyczne w przemy–le oraz innych dzie-
dzinach nauki. Z najciekawszych zastosowa« CFD wymieni¢ mo»na m.in. komputerowe tunele
aerodynamiczne i badania oporów powstaj¡cych przy op“ywie cia“ o ró»nych kszta“tach (prze-
mys“ motoryzacyjny, badania nad sportem), czy modelowanie zjawisk mieszania i �ltrowania
cieczy w trakcie przep“ywu [5]. Równie» wymiana ciep“a i zjawiska takie jak ch“odzenie (ele-
menty mechaniczne, mikrokomputery) czƒsto staj¡ siƒ celem bada«. Symulacje komputerowe
cieczy nie s¡ jednak wykorzystywane jedynie w przemy–le, znajduj¡ bowiem swoje miejsce w
wielu innych dziedzinach nauki. W medycynie, bada siƒ np. przep“yw krwi przez naczynia
krwiono–ne [36]. W ochronie –rodowiska problemy emisji i rozprzestrzeniania zanieczyszcze«
analizowane s¡ równie» z pomoc¡ narzƒdzi komputerowego badania przep“ywów [7]. Do–¢ now¡
i obiecuj¡c¡ dziedzin¡ wiedzy silnie zwi¡zan¡ z CFD s¡ badania nad –rodowiskiem wodnym i
panuj¡cym w nim »yciem [26, 29].

Nie bez znaczenia s¡ równie» walory estetyczne zjawisk towarzysz¡cych dynamice cieczy
[9]. Burzliwy rozwój gra�ki komputerowej w ostatnich latach spowodowa“ zapotrzebowanie
przemys“u �lmowego i gier komputerowych na coraz bardziej wyra�nowane efekty specjalne.
Jedn¡ z najtrudniejszych aspektów komputerowej animacji jest realistyczne odtworzenie ruchu
cieczy z uwzglƒdnieniem jej �zycznych w“a–ciwo–ci. Pionierskie prace w tym obszarze wykonali
Foster i Metaxas w 1996 roku [12]. Mo»emy nie zdawa¢ sobie z tego sprawy, jednak ogl¡daj¡c
�lmy animowane z ostatnich lat, oprócz dobrego kina, przygl¡damy siƒ równie» rozwi¡zaniom
z“o»onych równa« matematycznych [11].

Konsekwencj¡ skomplikowanych zjawisk towarzysz¡cych dynamice przep“ywów jest z“o»ony
opis matematyczny sformu“owany w postaci nieliniowych równa« ró»niczkowych cz¡stkowych.
Ogólne rozwi¡zanie równa« przep“ywu mo»liwe jest jedynie poprzez ich numeryczne przybli-
»enie z u»yciem odpowiednich schematów numerycznych. Du»a ilo–¢ praktycznych zastosowa«
metod symulacji CFD spowodowa“y powstanie komercyjnych pakietów obliczeniowych (Fluent,
ICEM CFD, Flow3d itp.). Oprócz zastosowa« czysto praktycznych istniej¡ równie» przes“anki
naukowe do konstrukcji nowych kodów. Nie istnieje bowiem rozwi¡zanie idealne, a wybrane
metody ca“kowania i w konsekwencji schemat numeryczny rozwi¡zania ograniczony jest do
okre–lonego zakresu zjawisk �zycznych. W przypadku gotowego oprogramowania, nie jeste–my
w stanie pozna¢ bli»szych szczegó“ów budowy i jego dzia“ania, a to niekiedy wp“ywa na ograni-
czone mo»liwo–ci analizy otrzymywanych rezultatów. Z tego wzglƒdu w celu dok“adnej analizy
badanych zjawisk, po dok“adnym okre–leniu warunków w jakich one przebiegaj¡, wygodniej
jest stworzy¢ kod numeryczny od pocz¡tku, sprawdzaj¡c na ka»dym etapie prac zgodno–¢ jego
dzia“ania z danymi do–wiadczalnymi.

W niniejszej pracy g“ówny nacisk po“o»ony zostanie na stworzenie kodu obliczeniowego
pozwalaj¡cego na symulacjƒ zjawisk zachodz¡cych w cieczach nie–ci–liwych. Omówienie kon-
strukcji kodu numerycznego zaczniemy od wprowadzenia w rozdziale 2 podstaw matematycz-
nych, równa« przep“ywu Naviera{Stokesa. Nastƒpnie w rozdziale 3, po wprowadzeniu pojƒcia
siatki ró»nicowej, zajmiemy siƒ budow¡ schematów ró»nicowych potrzebnych do dyskretyzacji
równa«, analizuj¡c i testuj¡c poszczególne przybli»enia. To pozwoli nam w rozdziale 4 zaj¡¢
siƒ szczegó“ami procedur numerycznych dla cieczy w obszarach zamkniƒtych (bez powierzchni
swobodnej). Przeprowadzone zostan¡ te» testy walidacyjne uzyskanego kodu, gdy» poprawno–¢
jego dzia“ania na tym etapie bƒdzie mia“a kluczowe znaczenie dla dalszego rozwijania. W roz-
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1 WST�P

dziale 5, kod numeryczny rozszerzony zostanie o bezmasowe cz¡stki znaczone, które pozwol¡
na –ledzenie ruchomych warunków brzegowych na powierzchni swobodnej cieczy. Po ich wy-
prowadzeniu, przeprowadzone zostan¡ kolejne testy poprawno–ci dzia“ania kodu, a otrzymane
wyniki sprawdzone zostan¡ z teori¡ i do–wiadczeniem. Tak uzyskany kod obliczeniowy, który
roboczo nazwiemy metod¡ SIMPLE-MAC, pozwoli nam nastƒpnie na przeprowadzenie kilku
wa»nych, z punktu widzenia hydrodynamiki, symulacji. Zajmiemy siƒ zjawiskami zachodz¡cych
w cieczach nie–ci–liwych w kana“ach zamkniƒtych oraz otwartych (ciecz z powierzchni¡ swo-
bodn¡). Wprowadzenie do rozwi¡zywanych zagadnie« oraz wyniki ich symulacji przedstawione
zostan¡ w rozdziale 6. Analizƒ, wnioski oraz kierunki rozwoju kodu obliczeniowego SIMPLE-
MAC omawiamy w 7. W dodatku A zamieszczone zostan¡ rezultaty symulacji po zastosowaniu
kolorowej wizualizacji.

Fotogra�a kropli na stronie tytu“owej umieszczona zosta“a dziƒki uprzejmo–ci jej autora,
prof. Andrew Davidhazy’ego z Rochester Institute of Technology. Sentencja Leonarda da Vinci
w cytowanej formie pochodzi ze strony internetowej:

http://www.water.eat-online.net/polski/arts/leonardo water.htm.
Za cierpliwo–¢ i wsparcie dziƒkujƒ »onie, Klaudii. Przy kolejnych etapach powstawania pracy

swoj¡ pomoc zaoferowali m.in.: dr Tomasz Bednarz, Katarzyna Boro«ska, Piotr Boro«ski, prof.
Xing Cai, Francis F. Harlow, Jakub Kominiarczuk, prof. Henryk Kudela, prof. Sean McKee,
dr Witold Suchecki, Szymon Tengler oraz opiekun tej pracy dr Janusz Szwabi«ski. Osobom
tym chcia“bym w tym miejscu serdecznie podziƒkowa¢.

Do sk“adu pracy wykorzystane zosta“o oprogramowanie ogólnodostƒpne (LATEX, dystry-
bucja MikTex), pracuj¡ce pod systemem operacyjnym Windows. Kody numeryczne pisane
by“y w –rodowisku V isual C + + 6:0, a obrazki do pracy powsta“y w programie V isio 2000.
Za wykupienie i udostƒpnienie licencji na u»ycie wymienionego oprogramowania chcia“bym
podziƒkowa¢ w“adzom Uniwersytetu Wroc“awskiego.
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2 RÓWNANIA NAVIERA{STOKESA

2 Równania Naviera{Stokesa
Jednym z najczƒ–ciej stosowanych modeli matematycznych w hydrodynamice s¡ równania
Naviera{Stokesa. Mo»na je wyprowadzi¢ z fundamentalnych praw zachowania (masy i energii)
oraz drugiej zasady dynamiki Newtona [3, 40]. W tym rozdziale przedstawiony zostanie szkic
wyprowadzenia równa« Naviera{Stokesa dla cieczy nie–ci–liwej.

2.1 Równanie ci¡g“o–ci
Pierwszym z równa«, które omówimy, bƒdzie równanie ci¡g“o–ci w sformu“owaniu hydrody-
namicznym. Wprowad„my do rozwa»a« zlokalizowan¡ gƒsto–¢ cieczy %(r; t) zak“adaj¡c jej
zmienno–¢ wzglƒdem czasu i przestrzeni. Z warunku zachowania masy w uk“adzie zamkniƒ-
tym zapiszemy relacjƒ pomiƒdzy szybko–ci¡ zmian masy w objƒto–ci V , a strumieniem masy
przechodz¡cym przez powierzchniƒ S ograniczaj¡c¡ tƒ objƒto–¢:

@
@t

ZZZ

V

%d� = �O
ZZ

S

%udS: (1)

Korzystaj¡c z twierdzenia Gaussa,

O
ZZ

S

(%u)dS =
ZZZ

V

r � (%u)d�; (2)

z równania (1) otrzymujemy równanie ró»niczkowe wyra»aj¡ce warunek zachowania masy w
uk“adzie zamkniƒtym1:

@%
@t

+ r � (%u) = 0: (3)

W ogólnym przypadku równanie (3) jest równaniem ci¡g“o–ci cieczy o zmiennej gƒsto–ci. Jednak
w zakresie zjawisk omawianych w niniejszej pracy (ciecz nie–ci–liwa), naturalnym za“o»eniem,
które przyjmiemy, jest za“o»enie sta“ej gƒsto–ci p“ynu (% = %1 = const) w ca“ej objƒto–ci. W
takim uk“adzie równanie (3) upraszcza siƒ, gdy» pochodna @%1=@t jest równa zeru. Otrzymu-
jemy warunek

r � u = 0; (4)

który mówi, »e dywergencja pola prƒdko–ci wynosi zero. Równanie (4) stanowi pierwsze z
dwóch równa« Naviera{Stokesa dla cieczy nie–ci–liwej.

2.2 Równanie dynamiki
Podobnie jak w przypadku równania ci¡g“o–ci, do wyznaczenia równania ró»niczkowego opi-
suj¡cego dynamikƒ elementu cieczy wykorzystuje siƒ zasady zachowania (tu: pƒdu i energii).
Czytelnika odsy“amy do „róde“ [3, 15, 40], gdzie znale„¢ mo»na dok“adne i –cis“e wyprowadzenia

1Za uk“ad zamkniƒty uwa»a¢ bƒdziemy uk“ad, w którym nie dochodzi do wymiany masy z otoczeniem.
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2.3 Bezwymiarowa posta¢ równa« 2 RÓWNANIA NAVIERA{STOKESA

omawianych równa«. W poni»szym podrozdziale zajmiemy siƒ opisem i �zycznym uzasadnie-
niem równania dynamiki - zarówno jako ca“o–ci jak i poszczególnych jego cz“onów. Omówione
zostan¡ równie» niezbƒdne uproszczenia wyj–ciowej postaci równa«. Celem naszym jest mate-
matyczne sformu“owanie przep“ywu cieczy nie–ci–liwej w polu si“ zewnƒtrznych.

Ogóln¡ posta¢ równania ruchu elementu cieczy zapiszemy przy pomocy operatorów ró»-
niczkowych, co oznacza, »e posta¢ ta prawdziwa jest dla dowolnego uk“adu wspó“rzƒdnych.
Nastƒpnie przejdziemy do postaci ró»niczkowej, gdzie poszczególne operatory zamienione zo-
stan¡ na pochodne okre–laj¡c jednocze–nie za“o»ony przy przej–ciu uk“ad odniesienia.

Równanie dynamiki elementu cieczy zapisa¢ mo»emy w nastƒpuj¡cej postaci2 [15]:

@u�

@t
= �(u� � r)u� �

1
%1

rp� +
�

%1
r2u� + g�: (5)

Ka»dy z czterech cz“onów, stoj¡cych po prawej stronie równania (5) posiada swoj¡ literaturow¡
nazwƒ i konkretne znaczenie �zyczne:

� cz“on konwekcyjny �(u� � r)u�, odpowiadaj¡cy za obecno–¢ si“ inercyjnych w cieczy,

� cz“on lepko–ciowy (dyfuzyjny) �
%1

r2u�, odpowiadaj¡cy za zjawiska zwi¡zane z tarciem
wewnƒtrznym w cieczach,

� cz“on ci–nieniowy � 1
%1

rp�, zapewniaj¡cy nie–ci–liwo–¢ p“ynu w przypadku takiego sfor-
mu“owania równa« (równowa»y niezerow¡ dywergencjƒ cz“onu konwekcyjnego),

� cz“on opisuj¡cy wp“yw si“ zewnƒtrznych g�.

Równanie (5) uzna¢ mo»na za analog drugiej zasady dynamiki Newtona w przypadku dyna-
miki cieczy. Pochodna cz¡stkowa prƒdko–ci (lewa strona równania) ma znaczenie przyspieszenia
elementu objƒto–ci, a prawa czƒ–¢ równania posiada wymiar si“y dzielonej przez masƒ.

2.3 Bezwymiarowa posta¢ równa«
W praktyce do–¢ czƒsto wystƒpuje sytuacja, kiedy niemo»liwym jest dok“adne odtworzenie
warunków �zycznych charakterystycznych dla badanego zjawiska. Podstawowymi problemami
przy modelowaniu i badaniu cieczy mog¡ by¢: du»e rozmiary badanych uk“adów, niewielka
lepko–¢ wprowadzaj¡ca niestabilno–ci do numerycznych rozwi¡za«, du»e prƒdko–ci lokalne -
trudne do pomiaru jak i symulacji.

W celu lepszego opisu numerycznego badanego zjawiska wprowadzimy za [15] bezwymia-
row¡ posta¢ równa« Naviera{Stokesa. Dla konkretnego problemu okre–lamy d“ugo–¢ charak-
terystyczn¡ L oraz prƒdko–¢ charakterystyczn¡ u1. Mo»emy wówczas wyznaczy¢ wielko–ci
bezwymiarowe: d“ugo–¢ x = x�=L, prƒdko–¢ u = u�=u1 oraz czas t = t�u1=L.

2W celu odró»nienia warto–ci wymiarowych od bezwymiarowych w równaniu (5) poszczególne wyrazy ozna-
czone zosta“y gwiazdk¡, co wskazuje, »e podane warto–ci posiadaj¡ wymiar.
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2.3 Bezwymiarowa posta¢ równa« 2 RÓWNANIA NAVIERA{STOKESA

Podstawiaj¡c te wielko–ci do równania (5), po przeprowadzeniu kilku prostych operacji
arytmetycznych na ca“ym równaniu, otrzymujemy równania Naviera{Stokesa w postaci bez-
wymiarowej:

@u
@t

= �(u � r)u � r’ +
1

Re
r2u +

1
(Fr)2 ĝ; (6)

r � u = 0: (7)
Liczby Reynoldsa (Re) oraz Froude’a (Fr) wystƒpuj¡ce w równaniu (6) s¡ przyk“adem tzw.
liczb specjalnych (znanych te» pod nazw¡ liczb kryterialnych). Poprzez podanie warto–ci liczb
specjalnych jednoznacznie de�niujemy rodzaj i dynamikƒ badanego przep“ywu. U»ywaj¡c liczb
Reynoldsa i Froude’a mo»emy dowolnie przeskalowa¢ uk“ad do »¡danych, wygodnych do–wiad-
czalnie b¡d„ numerycznie warto–ci nie zmieniaj¡c przy tym w“a–ciwo–ci badanego zjawiska3.

2.3.1 Liczba Reynoldsa

Liczba Reynoldsa mo»e by¢ zde�niowana jako:

Re =
u1L

�
; (8)

gdzie � = �
%1

jest lepko–ci¡ kinematyczn¡, mówi o stosunku si“ bezw“adno–ci do si“ lepko–cio-
wych (tarcia wewnƒtrznego) w cieczach.

2.3.2 Liczba Froude’a

W przypadku cieczy z powierzchni¡ swobodn¡ mówi siƒ równie» o tzw. liczbie Froude’a równej4:

(Fr)2 =
u2

1

Ljgj
; (9)

okre–laj¡cej stosunek si“ bezw“adno–ci do ciƒ»aru cieczy.

2.3.3 Inne liczby kryterialne

Wprowadzone liczby kryterialne wi¡»¡ siƒ –ci–le z pojƒciem podobie«stwa przep“ywów. Spe“nie-
nie warunku równo–ci liczb Reynoldsa i Froude’a dla dwóch ró»nych (ze wzglƒdu na rozmiary,
prƒdko–ci pocz¡tkowe) przep“ywów oznacza¢ bƒdzie, »e pomimo tych ró»nic badane bƒd¡ uk“a-
dy o tych samych w“a–ciwo–ciach dynamicznych.

Wprowadzone tu dwie liczby specjalne oraz zwi¡zane z nimi kryteria podobie«stwa prze-
p“ywów nie s¡ jedynymi istniej¡cymi. W mechanice p“ynów wyró»niamy jeszcze m.in.

� kryterium zjawisk okresowych i liczbƒ Strouhala,

� kryterium podobie«stwa si“ ci–nieniowych w cieczach i liczbƒ Eulera,

� kryterium podobie«stwa si“ ci–nieniowych w gazach i liczbƒ Macha.

Bardziej dok“adn¡ i wyczerpuj¡c¡ klasy�kacjƒ liczb kryterialnych znale„¢ mo»na w literaturze,
np. w [16]. W zakresie badanych przez nas zjawisk okre–lenie podobie«stwa przep“ywów ze
wzglƒdu na równo–¢ liczb Reynoldsa i Froude’a jest wystarczaj¡ca.

3Innymi s“owy, przeskalowanie uk“adu przy zachowaniu warto–ci liczb specjalnych pozwoli zachowa¢ w“a–ci-
wo–ci przep“ywu czyni¡c go tzw. przep“ywem podobnym.

4Dla wygody zapisu zwyk“o siƒ w literaturze tematu podawa¢ kwadrat liczby Froude’a.
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2.4 Równania w kartezja«skim uk“adzie odniesienia2 RÓWNANIA NAVIERA{STOKESA

2.4 Równania w kartezja«skim uk“adzie odniesienia
Ze wzglƒdu na wybór uk“adu odniesienia w którym bada¢ bƒdziemy numerycznie przep“yw cie-
czy, równania Naviera{Stokesa zapisa¢ mo»emy w charakterystycznej dla tego uk“adu postaci
ró»niczkowej. Wybierzmy kartezja«ski uk“ad odniesienia, a w celu uproszczenia zapisu posta¢
ró»niczkow¡ równa« zapiszemy dla przypadku dwuwymiarowego.

Równanie ci¡g“o–ci dla cieczy nie–ci–liwej (4) zapiszemy w postaci ró»niczkowej wykorzy-
stuj¡c bezpo–rednio de�nicjƒ operatora r w uk“adzie kartezja«skim:

@u
@x

+
@v
@y

= 0: (10)

Podobnie równanie dynamiki (6) zapisa¢ mo»na w przypadku dwuwymiarowym w zachowaw-
czej postaci:

@u
@t

= �
@u2

@x
�

@uv
@y

�
@p
@x

+
1

Re

 
@2u
@x2 +

@2u
@y2

!

+
1

(Fr)2 ĝx; (11)

@v
@t

= �
@v2

@y
�

@vu
@x

�
@p
@y

+
1

Re

 
@2v
@x2 +

@2v
@y2

!

+
1

(Fr)2 ĝy; (12)

gdzie odpowiednio równanie (11) opisuje przyspieszenie elementu cieczy w kierunki osi x, a
równanie (12) przyspieszenie elementu cieczy w kierunki osi y. W przypadku potrzeby wpro-
wadzenia trzeciego wymiaru, konstrukcja odpowiednich równa« jest analogiczna.
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3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

3 Algorytmy numeryczne
Niniejszy rozdzia“ zawiera opis metod numerycznych potrzebnych do dyskretyzacji równa«
przep“ywu cieczy nie–ci–liwej. Podane metody numeryczne oraz stosowna analiza pod wzglƒdem
ich w“a–ciwo–ci, u»yte zostan¡ w rozwi¡zaniu numerycznym w dalszej czƒ–ci pracy.

3.1 Dyskretyzacja przestrzeni
Ze wzglƒdu na sposób dyskretyzacji obszaru zajmowanego przez ciecz, symulacje hydrodyna-
miczne dzieli siƒ na dwa rodzaje wyró»niaj¡c podej–cie Lagrange’a i podej–cie Eulera [31].
Ró»nica objawia siƒ w sposobie konstrukcji oraz dynamice siatek obliczeniowych rozpiƒtych
nad obszarem symulacji.

Rysunek 1: Siatka obliczeniowa typu Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej).

Na rysunku 1 pokazane zosta“y siatki obliczeniowe typu Lagrange’a oraz Eulera. Siatka po
stronie lewej (Lagrange’a) dynamicznie zmienia ustawienie punktów wƒz“owych wraz z ruchem
(dynamik¡) cieczy. Siatka po stronie prawej (Eulera) posiada sztywno okre–lone (niezmienne)
po“o»enia punktów wƒz“owych.

Wybór rodzaju dyskretyzacji przestrzeni zale»y od typu zagadnienia, jednak w praktyce
metod symulacji hydrodynamicznych podej–cie Lagrange’a ma ograniczone zastosowanie i sto-
suje siƒ je g“ównie w opisie przep“ywów –ci–liwych, jednowymiarowych. Do–¢ ciekaw¡ cech¡ tego
typu rozwi¡za« jest samozagƒszczenie siatki w miejscach, gdzie wystƒpuj¡ du»e gradienty pól
prƒdko–ci, czyli tych najbardziej nara»onych na b“ƒdy rozwi¡zania numerycznego. Ze wzglƒdu
na chƒ¢ posiadania mo»liwie ogólnego rozwi¡zania oraz charakter zjawisk, jakie zamierzamy
bada¢ (ciecz nie–ci–liwa o powierzchni swobodnej), obliczenia numeryczne przeprowadzone zo-
stan¡ na siatce typu Eulera.

3.1.1 Rozbie»na siatka obliczeniowa typu Eulera

Przed przyst¡pieniem do konstrukcji analogów ró»nicowych równa« Naviera - Stokesa sprecyzo-
wa¢ musimy budowƒ i rozmieszczenie zmiennych na siatce ró»nicowej. Rozwa»ania te przepro-
wadzimy dla dwóch wymiarów przestrzennych oraz ze wzglƒdu na wybór uk“adu wspó“rzƒdnych
- w kartezja«skim uk“adzie odniesienia.

Kompletny stan uk“adu opisywany jest przez pole wektorowe prƒdko–ci u(r) oraz pole
skalarne ci–nienia5 ’(r). Do celów dyskretyzacji przyjmiemy najprostsz¡ posta¢ siatki prosto-

5W dalszej czƒ–ci pracy stosowa¢ bƒdziemy okre–lenie "ci–nienie", w przypadku pola ’ pamiƒta¢ nale»y, »e
mowa o ci–nieniu odniesionym do sta“ej gƒsto–ci p“ynu.
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3.1 Dyskretyzacja przestrzeni 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

k¡tnej regularnej, dziel¡c przestrze« symulacji na równe komórki - podobnie jak przedstawione
zosta“o to na rysunku 1.

Jednym ze sposobów rozmieszczenia zmiennych pierwotnych na siatkach typu Eulera jest
umieszczenie wszystkich trzech zmiennych w centrach komórek siatki. Podej–cie takie okazuje
siƒ jednak posiada¢ cechy uniemo»liwiaj¡ce sprawne przeprowadzenie numerycznego rozwi¡-
zania przy pomocy znanych schematów numerycznych. Oprócz niezbyt jasnej de�nicji dywer-
gencji prƒdko–ci przez komórkƒ na tego rodzaju siatce okazuje siƒ równie», »e przy rozwi¡zaniu
iteracyjnym uk“adu równa« liniowych wynikaj¡cym z równania Poissona na takiej siatce wy-
stƒpuje tzw. efekt szachownicy, gdzie ze wzglƒdu na dyskretyzacjƒ czƒ–ci „ród“owej równania,
nastƒpuje wzmocnienie i os“abienie wielko–ci w naprzemiennych wƒz“ach sieci [3, 15].
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Rysunek 2: Podzia“ przestrzeni przy pomocy siatki prostok¡tnej z ró»nym rozmieszczeniem
zmiennych pierwotnych.

Na rysunku 2 pokazane zosta“y dwa typy rozmieszczenia zmiennych w przestrzeni. Dla ce-
lów niniejszej pracy wybrana zosta“a siatka ró»nicowa rozbie»na6 pokazana po prawej stronie
rysunku 2. Ci–nienie umiejscowione zosta“o w centrum komórki, sk“adowa prƒdko–ci w kierunku
osi x w –rodku prawej i lewej, a sk“adowa prƒdko–ci w kierunku osi y w –rodku górnej i dolnej
krawƒdzi komórki. Historycznie, siatka rozbie»na tego typu wprowadzona zosta“a pierwszy raz
w obliczeniach numerycznych cieczy nie–ci–liwej w roku 1965 w pracy [48]. Dziƒki takiemu roz-
mieszczeniu zmiennych na siatce de�nicja dywergencji przez komórkƒ uzyska bardzo eleganck¡
formƒ wynikaj¡c¡ z bezpo–redniej dyskretyzacji. Równie» problem zwi¡zany z iteracj¡ ci–nienia
zostanie wyeliminowany jak pokazano to w [15].

ui-0.5,j ui+0.5,j
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y
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xD
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Rysunek 3: Pojedyncza komórka siatki rozbie»nej typu Eulera.

Na rysunku 3 pokazana zosta“a pojedyncza komórka siatki obliczeniowej z zaznaczonym
u“o»eniem zmiennych pierwotnych w dwuwymiarowym uk“adzie odniesienia. Dodatkowo zde-
�niowane zosta“y konkretne pozycje tych zmiennych wzglƒdem centrum omawianej komórki.

6W literaturze wystƒpuj¡ca pod nazw¡ ang. staggered grid w odró»nieniu od siatki z rozmieszczeniem
centralnym zmiennych ang. collocated grid.
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3.2 Analogi ró»nicowe pochodnych 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

Rozmiary liniowe komórki �x i �y s¡ cech¡ omawianej siatki obliczeniowej. W przypadku
potrzeby rozró»nienia miejsc bardziej interesuj¡cych w obszarze symulacji lub miejsc podat-
nych na niestabilno–ci numeryczne, wprowadzi¢ mo»na jedn¡ z technik podzia“u (zagƒszczenia)
siatki obliczeniowej [30, 8], jednak dla naszych potrzeb ograniczymy siƒ do sta“ych �x i �y.

Siatki ró»nicowej z“o»onej z komórek przedstawionych na rysunku 3 u»yjemy do budowy
numerycznych przybli»e« kolejnych pochodnych i cz“onów równa« ró»niczkowych Naviera{
Stokesa.

3.2 Analogi ró»nicowe pochodnych
Do wyprowadzenia schematów ró»nicowych podstawowych pochodnych u»yjemy rozwiniƒcia
w szereg Taylora. W celu uogólnienia rozwa»a« wprowad„my funkcjƒ f okre–lon¡ w centrach
siatki obliczeniowej7. Warto–ci funkcji oznaczmy przy pomocy indeksów dolnych wskazuj¡cych
umiejscowienie na siatce, co pozwoli zapisa¢ warto–¢ w wƒ„le (i; j) jako: f(i�x; j�y) = fi;j.
Znajomo–¢ warto–ci wƒz“owych funkcji f pozwala rozwin¡¢ funkcjƒ w szereg Taylora w otocze-
niu wƒz“a (i; j):

fi+1;j = fi;j +
@f
@x

�����
i;j

�x +
1
2

@2f
@x2

�����
i;j

�x2 + O(�x3): (13)

Rozwi¡zanie powy»szego równania wzglƒdem poszczególnych wyrazów stoj¡cych po jego prawej
stronie pozwoli przybli»y¢ kolejne pochodne przy pomocy znanych warto–ci wƒz“owych. Korzy-
staj¡c z tej techniki8 wyprowadzi¢ mo»emy analogi ró»nicowe kolejnych pochodnych u»ywaj¡c
warto–ci wƒz“owych siatki Eulera.

Bezpo–rednie wyliczenie cz“onu @f
@x

���
i;j

z równania (13), przy zaniedbaniu wyrazów (pochod-
nych) wy»szego rzƒdu daje analog ró»nicowy postaci:

@f
@x

�����
i;j

=
fi+1;j � fi;j

�x
+ O(�x); (14)

którego posta¢ wynika wprost z rozwiniƒcia funkcji f w szereg Taylora. Zgodnie z literaturowym
nazewnictwem mówi siƒ o aproksymacji ró»nicowej ÿw przód" dok“adno–ci pierwszego rzƒdu.
Podobnie konstruuje siƒ tzw. analogi ró»nicowe ÿw ty“" postaci:

@f
@x

�����
i;j

=
fi;j � fi�1;j

�x
+ O(�x); (15)

które s¡ wygodne w przypadku potrzeby –cis“ego na“o»enia warunków brzegowych lub wylicze-
nia warto–ci pochodnych w ÿtrudnych" miejscach siatek obliczeniowych. Wa»nym ze wzglƒdu
na rz¡d dok“adno–ci schematem ró»nicowym jest równie» schemat centralny:

@f
@x

�����
i;j

=
fi+1;j � fi�1;j

2�x
+ O(�x2): (16)

7Odpowiednie zastosowanie wyprowadzonych wzorów do wielko–ci umiejscowionych w innych miejscach
siatki sprowadzi siƒ do przesuniƒ¢ indeksów

8Istnieje inny sposób na wyprowadzenie schematów przybli»e« pochodnych na dyskretnej przestrzeni poprzez
przybli»anie wielomianowe - czytelników odsy“amy do [16].
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3.3 Posta¢ dyskretna równa« przep“ywu 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

Jest to schemat drugiego rzƒdu. W celu przybli»enia drugiej pochodnej funkcji f w punkcie
wƒz“owym siatki @2f

@x2

���
i;j

nale»y rozwin¡¢ funkcjƒ f w dwa szeregi Taylora - wzglƒdem punk-
tu (i + 1; j) oraz (i � 1; j). Po ich zsumowaniu oraz rozwi¡zaniu tak otrzymanego równania
wzglƒdem @2f

@x2 otrzymujemy schemat drugiego rzƒdu przybli»aj¡cy drug¡ pochodn¡ funkcji f
w nastƒpuj¡cej postaci:

@2f
@x2

�����
i;j

=
fi+1;j � 2fi;j + fi�1;j

�x2 + O(�x2): (17)

Sposób konstrukcji schematów ró»nicowych w przypadku innych zmiennych (inne kierunki,
czas t) nie wymaga dalszego komentarza, gdy» schematy te konstruuje siƒ analogicznie.

3.3 Posta¢ dyskretna równa« przep“ywu
Budowƒ analogów ró»nicowych równa« Naviera{Stokesa opisywa¢ bƒdziemy bazuj¡c na ich
ró»niczkowej postaci wyra»onej równaniami (10), (11) oraz (12). Warunek ci¡g“o–ci zapisze-
my przy bezpo–rednim u»yciu schematu ró»nicowego ÿw przód", co daje nam wyra»enie na
dywergencjƒ przez komórkƒ (i; j) postaci:

D =
ui+0:5;j � ui�0:5;j

�x
+

vi;j+0:5 � vi;j�0:5

�y
= 0: (18)

W dalszej czƒ–ci rozwa»a« równanie (18) bƒdzie czƒsto u»ywane w przypadku wyprowadzania
warunków brzegowych oraz w celu wery�kacji spe“nienia zasad zachowania masy w obszarze
siatki ró»nicowej.

Podobnie korzystaj¡c z wprowadzonych wcze–niej schematów jeste–my ju» w stanie wprowa-
dzi¢ dyskretne analogi równa« dynamiki dla obu kierunków przep“ywu. Korzystaj¡c z równania
(11) przez dyskretyzacjƒ kolejnych cz“onów otrzymujemy analog postaci:

un+1
i;j � un

i;j

�t
= CONV (u)n

i+0:5;j +
’n

i+1;j � ’n
i;j

�x

+
1

Re

 
un

i�0:5;j � 2un
i+0:5;j + un

i+1:5;j

�x2 +
un

i+0:5;j�1 � 2un
i+0:5;j + un

i+0:5;j+1

�y2

!

+
1

(Fr)2 ĝx:

(19)

Podobnie dla kierunku y bezpo–rednia dyskretyzacja równania (11) daje analog postaci:

vn+1
i;j � vn

i;j

�t
= CONV (v)n

i;j+0:5 +
’n

i;j+1 � ’n
i;j

�y

+
1

Re

 
vn

i;j�0:5 � 2vn
i;j+0:5 + vn

i;j+1:5

�y2 +
vn

i�1;j+0:5 � 2vn
i;j+0:5 + vn

i+1;j+0:5

�x2

!

+
1

(Fr)2 ĝy: (20)

Wystƒpuj¡ce w analogach ró»nicowych (19) oraz (20) wyra»enie CONV () zawiera w sobie
posta¢ dyskretn¡ cz“onu konwekcyjnego9. Nie podajemy gotowego wzoru z uwagi na to, »e w
dalszych podrozdzia“ach podejmiemy próbƒ analizy ró»nych sposobów jego dyskretyzacji.

9Notacja wg [10]
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3.4 Dyskretyzacja cz“onu konwekcyjnego 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

3.4 Dyskretyzacja cz“onu konwekcyjnego
Jak wspomnieli–my w rozdziale 2.2, równanie dynamiki wchodz¡ce w sk“ad równa« Naviera{
Stokesa zawiera oprócz si“ zewnƒtrznych i ci–nienia dwa charakterystyczne cz“ony: cz“on kon-
wekcyjny i lepko–ciowy. W niniejszym podrozdziale zajmiemy siƒ problemem dyskretyzacji
cz“onu konwekcyjnego równa« Naviera{Stokesa. Okazuje siƒ bowiem [10, 47] »e w przypadku
dominuj¡cego cz“onu konwekcyjnego du»¡ trudno–¢ stanowi dok“adna i stabilna symulacja.

Wprowadzonych zostanie kilka najbardziej znanych schematów dyskretyzacji, a ich w“a–ci-
wo–ci zbadamy na przyk“adzie modelowego równania adwekcji dla jednego kierunku przep“ywu.

EW CWW EE

xD

x

ECuCWu

Rysunek 4: Notacja u»yta do wprowadzenia ogólnych wyra»e« na dyskretyzacjƒ cz“onu kon-
wekcyjnego. Lini¡ przerywan¡ zaznaczony zosta“ obszar kontrolny oblicze«.

Wprowad„my oznaczenia przedstawione na rysunku 4 [10]. Rozwa»amy zagadnienie jedno-
wymiarowe z obszarem kontrolnym wielko–ci �x, gdzie w dowolnym punkcie wƒz“owym, np.
C, znajduje siƒ wielko–¢ oznaczona przez indeks dolny, np. �C . Zak“adamy równie» znajomo–¢
prƒdko–ci konwekcyjnych uE oraz uW odpowiednio w punktach wƒz“owych x = E oraz x = W .
Pierwsz¡ pochodn¡ cz“onu konwekcyjnego w punkcie x = E zapiszemy w ogólnej postaci, nie
wyró»niaj¡c jeszcze sposobu dyskretyzacji:

@�
@x

�����
C

=
�CE � �CW

�x
: (21)

Dziƒki notacji w równaniu (21) wyrazi¢ mo»emy nieznane wielko–ci �CE oraz �CW przez od-
powiednie punkty wƒz“owe i przedstawi¢ klasy�kacjƒ metod dyskretyzacji pochodnej konwek-
cyjnej.

3.4.1 Schemat centralny (CD)

Bezpo–rednie przybli»enie cz“onu konwekcyjnego schematem ró»nicowym (16) daje nastƒpuj¡ce
wyra»enia na nieznane wielko–ci w punktach x = CE oraz x = CW :

�CE =
�E � �C

2
; (22)

�CW =
�C � �W

2
: (23)

Równania (22) oraz (23) stanowi¡ de�nicjƒ schematu ró»nicowego centralnego dla równania
konwekcji znanego w literaturze pod nazw¡ ang. Central Di�erence (CD).
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3.4.2 Schemat ÿpod pr¡d" pierwszego rzƒdu (FOU)

Korzystaj¡c z warto–ci prƒdko–ci konwekcyjnych w punktach x = CE oraz x = CW wprowa-
dzimy wyra»enia na nieznane wielko–ci � miƒdzy wƒz“ami, ca“kuj¡c schematami ró»nicowymi
pierwszego rzƒdu (14) i (15), uzale»niaj¡c kierunek ca“kowania od prƒdko–ci uCE i uCW . Niech:

�CE =
(

�C ; uCE › 0
�E; uCE < 0 ; (24)

�CW =
(

�W ; uCW › 0
�C ; uCW < 0 : (25)

Równania (24) oraz (25) stanowi¡ de�nicjƒ schematu ró»nicowego ÿpod pr¡d" znanego w lite-
raturze pod nazw¡ ang. First Order Upwind (FOU.

3.4.3 Równanie adwekcji

W celu przeprowadzenia analizy poszczególnych metod dyskretyzacji cz“onu konwekcyjnego10

rozwa»my problem adwekcji na przyk“adzie jednowymiarowego równania transportu, bez cz“o-
nu dyfuzyjnego, postaci:

@f
@t

+ u
@f
@x

= 0; (26)

gdzie f okre–la koncentracjƒ przestrzenn¡, a u jest parametrem okre–laj¡cym prƒdko–¢ przep“y-
wu. Rozwi¡zaniem analitycznym dla sta“ego parametru u jest transport w“a–ciwo–ci f wzd“u»
kierunku wyznaczonego przez prƒdko–¢ przep“ywu u.

Przyjmijmy nastƒpuj¡ce warunki pocz¡tkowe, wyznaczaj¡ce stromy próg koncentracji w
prostym kanale [44]:

f(x; t0) =

8
><

>:

1:0; x < xp
0:5; x = xp
0; x > xp

; (27)

gdzie xp wyznacza pocz¡tkowy próg koncentracji. Warto–¢ brzegow¡ przyjmijmy równ¡ 8t > t0,
f(x = 0; t) = 1:0. W dalszej czƒ–ci tego podrozdzia“u przeprowadzimy proces ca“kowania
numerycznego równania (26) przy wprowadzonych tu warunkach pocz¡tkowych i warunku
brzegowym.

Zapiszmy analog ró»nicowy równania (26) korzystaj¡c ze schematów ró»nicowych wprowa-
dzonych w podrozdziale 3.2. Do dyskretyzacji pochodnej czasowej u»yjemy schematu pierw-
szego rzƒdu ÿw przód" (14). Dla cz“onu konwekcyjnego przybli»ymy pochodn¡ schematem
centralnym drugiego rzƒdu (16). W rezultacie otrzymamy wyra»enie:

fn+1
i = fn

i � �t
u

2�x
(fn

i+1 � fn
i�1): (28)

10Termin adwekcja odnosz¡cy siƒ do nazwy omawianego równania modelowego jest to»samy z konwekcj¡
odnosz¡c¡ siƒ do odpowiednich cz“onów równa« Naviera{Stokesa. Rozró»nienie wprowadzone zosta“o w celu
wygody opisu s“ownego, jak i ze wzglƒdu na ró»nice wystƒpuj¡ce w literaturze tematu.
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Równanie (28) jawnie wyznacza stan uk“adu w (n + 1) kroku czasowym przy znajomo–ci
rozk“adu funkcji f w kroku n.

Ze wzglƒdu na kierunek przep“ywu wyznaczony przez znak wspó“czynnika u w równaniu
(26) wprowad„my równie» dyskretyzacjƒ cz“onu konwekcyjnego metod¡ ÿpod pr¡d", czyli prze-
ciwnie do sta“ego w naszym wypadku kierunku transportu korzystaj¡c ze schematu ÿw ty“"
(15), dla której analog ró»nicowy równania czystej adwekcji przyjmie posta¢:

fn+1
i = fn

i � �t
u

�x
(fn

i � fn
i�1): (29)

Korzystaj¡c ze schematów (28) oraz (29), rozwi¡»my zagadnienie transportu postawione w
podrozdziale 3.4.3. Za rozmiar siatki obliczeniowej przyjmiemy �x = 0:1m. Obliczenia prze-
prowadzone zostan¡ dla x�[0; 100]m przy prƒdko–ci konwekcyjnej u = 0:01m � s�1. Za krok
czasowy przyjmijmy �t = 0:01s;

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x [m]

f

analitycznie
schemat centralny
schemat "w tyl"

Rysunek 5: Rozwi¡zanie równania czystej adwekcji dla t = 3000[s]. Porównanie rozwi¡zania
dla schematu centralnego oraz schematu "w ty“" z rozwi¡zaniem analitycznym.

Na rysunku 5 przedstawione zosta“y wyniki oblicze« numerycznych w chwili t = 3000s dla
dwóch schematów ca“kowania cz“onów konwekcyjnych. Rozwi¡zanie analityczne posiada stro-
my uskok progu koncentracji w“a–ciwo–ci f . Jak wida¢ na wykresie, rozwi¡zanie przy u»yciu
schematu centralnego drugiego rzƒdu wprowadza oscylacje, wzrastaj¡ce przy samym uskoku
warto–ci f . Okazuje siƒ, »e zmiana gƒsto–ci siatki obliczeniowej wcale nie eliminuje tych nie-
dok“adno–ci i pomimo stabilno–ci rozwi¡zania uzyskujemy wynik niedok“adny. Tymczasem
rozwi¡zanie metod¡ ni»szego rzƒdu (metod¡ ÿw ty“") da“o rozwi¡zanie g“adkie, co sugerowa“o-
by, »e metoda ni»szego rzƒdu lepiej przybli»a cz“on konwekcyjny w obliczeniach numerycznych.
Okazuje siƒ jednak, »e numeryczna dyfuzja wprowadzana przez zastosowanie schematu ÿw ty“"
jest bardzo du»a. Bior¡c pod uwagƒ dalsz¡ ewolucjƒ czasow¡ progu koncentracji, charaktery-
styczne rozmycie warto–ci f w jego otoczeniu staje siƒ bardzo du»e, co pokazane zosta“o na
rysunku 6.

Przedstawione na rysunkach 5 oraz 6 porównanie rozwi¡za« równania adwekcji dla dwóch
ró»nych schematów ca“kowania pokaza“o, jak niestabilne okazuje siƒ rozwi¡zanie przy ca“ko-
waniu bezpo–rednio przy pomocy schematu centralnego. Tymczasem u»ycie schematu ca“ku-
j¡cego, który do aproksymacji pochodnej u»ywa ró»nic pierwszego rzƒdu i warto–ci wƒz“owych
w kierunku przeciwnym do kierunku wskazywanego przez prƒdko–¢ u wprowadza sztuczn¡
dyfuzjƒ wyg“adzaj¡c¡ rozwi¡zanie. Wyg“adzenie rozwi¡zania modelowego przez numeryczn¡
dyfuzjƒ sugeruje, i» równanie posiadaj¡ce oprócz cz“onu konwekcyjnego równie» cz“on dyfuzyj-
ny powinno da¢ siƒ “atwiej rozwi¡za¢ przy pomocy procedur numerycznych.
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Rysunek 6: Rozwi¡zanie równania adwekcji dla u > 0 schematem ró»nicowym ÿw ty“" (linia
przerywana). Porównanie do rozwi¡zania analitycznego (linia ci¡g“a) dla kilku chwil czasowych.
Obliczenia dla �x = 0:5, x�[0; 200]m, reszta parametrów bez zmian.

3.5 Równanie Poissona
W trakcie konstrukcji algorytmu rozwi¡zywania równa« Naviera{Stokesa11 pojawia siƒ zagad-
nienie numerycznego rozwi¡zania równania Poissona, czyli problemu postaci:

r2� = �%(r): (30)

Równanie Poissona wystƒpuje bardzo czƒsto przy próbie opisu matematycznego zjawisk �zycz-
nych i w niniejszym podrozdziale zajmiemy siƒ jego rozwi¡zaniem numerycznym. Równanie
(30) zapiszemy, dla uproszczenia dalszych rozwa»a«, w postaci jednowymiarowej:

@2�
@x2 = ��(x): (31)

Zastosujmy schemat dyskretyzacji drugiej pochodnej (17) i dla uproszczenia równa« przyjmij-
my krok �x = 1, co nie zmienia w »adnym stopniu ogólno–ci rozwa»a« [40]. Otrzymujemy
ogólne wyra»enie na analog ró»nicowy równania Poissona w jednym wymiarze:

�i+1 � 2�i + �i�1 = ��i

Zak“adaj¡c, »e znany jest nam rozk“ad „róde“ �, otrzymujemy nastƒpuj¡cy uk“ad równa« linio-
wych, wynikaj¡cy z dyskretyzacji równania (31) na siatce ró»nicowej typu Eulera o N wƒz“ach:

�2�2 +�1 = �1
�1 �2�2 +�3 = �2

�2 �2�3 +�4 = �3
...

�N�2 �2�N�1 +�N = �N�1
�N�1 �2�N = �N

(32)

11Czytelnika odsy“amy do rozdzia“u 4.2 po–wiƒconemu konstrukcji algorytmu SIMPLE.
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Uk“ad (32) zapiszemy w zwartej postaci równania macierzowego:

Ax = b; (33)

gdzie macierz A jest macierz¡ wspó“czynników wystƒpuj¡cych przy warto–ciach wƒz“owych
� z równania (32), a wektory x oraz b s¡ N wymiarowymi wektorami, których sk“adowe
zde�niowane s¡ nastƒpuj¡co: xi = �i dla wektora x oraz bi = �i dla wektora b. Rozwi«my
równanie (33), zapisuj¡c jawnie macierz A oraz wektory x i b:

2

6666666664

�2 1
1 �2 1

1 �2 1
. . . . . . . . .

1 �2 1
1 �2

3

7777777775

�

2

6666666664

�1
�2
�3
...
�N�1
�N

3

7777777775

=

3

7777777775

�1
�2
�3
...
�N�1
�N

3

7777777775

(34)

Macierz A jest macierz¡ trójdiagonaln¡ i zagadnieniem, jakie stawiamy w przypadku jedno-
wymiarowego równania Poissona, jest numeryczne rozwi¡zanie uk“adu równa« liniowych (34)
przy tej szczególnej postaci macierzy wspó“czynników. Do rozwi¡zania uk“adu (34) ze wzglƒdu
na du»¡ liczbƒ zer, zastosowa¢ mo»na metodƒ Thomasa [3], czyli odpowiednio zmody�kowan¡
metodƒ Gaussa dla trójdiagonalnej macierzy wspó“czynników [2].

W przypadku dwuwymiarowym musimy rozwi¡za¢ równanie Poissona w postaci:

@2�
@x2 +

@2�
@y2 = ��(x; y): (35)

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zapisujemy analog ró»nicowy korzystaj¡c ze
schematu (17), co po prostych przekszta“ceniach algebraicznych dla siatki kwadratowej12 �x =
�y = h, oraz przy oznaczeniu �(i; j) = �i;j pozwala zde�niowa¢ piƒciopunktowy analog ró»ni-
cowy operatora Laplace’a r2 na siatce kwadratowej [16, 32]

r2
51�

���
i;j

= �i+1;j + �i�1;j + �i;j+1 + �i;j�1 � 4 � �i;j: (36)

W literaturze (np. [16]) spotyka siƒ równie» analogi operatora Laplace’a wiƒcej ni» 5-cio punk-
towe, maj¡ce wy»szy rz¡d dok“adno–ci przybli»enia na siatce ró»nicowej.

Wprowad„my dodatkowe przybli»enie pierwszego rzƒdu bior¡c do przybli»enia ró»nicowego
punkty wƒz“owe po“o»one na ukos wzglƒdem warto–ci w której liczymy operator r2:

r2
52�

���
i;j

= �i+1;j+1 + �i�1;j+1 + �i+1;j�1 + �i�1;j�1 � 4 � �i;j: (37)

12Wybór siatki kwadratowej pozwoli na eleganckie przedstawienie idei rozwi¡zania dwuwymiarowego równa-
nia Poissona. W dalszej czƒ–ci pokazane zostanie równie» w jaki sposób konstruowa¢ macierze wspó“czynników
dla dowolnych �x oraz �y
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Analog ró»nicowy r2
52ji;j � w kombinacji liniowej z r2

51ji;j � tworzy schemat 9-punktowy
gwarantuj¡cy wiƒksz¡ dok“adno–¢ przybli»enia na siatkach kwadratowych [16]:

r2
9

���
i;j

= (1 � ") r2
51

���
i;j

+ " r2
52

���
i;j

: (38)

W zale»no–ci od wyboru wspó“czynnika wagowego " otrzymamy ró»ny rozk“ad wag okre–la-
j¡cych wp“yw poszczególnych wƒz“ów na numeryczn¡ warto–¢ operatora Laplace’a w punkcie
i; j.
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Rysunek 7: Dwa 5-cio punktowe operatory ró»nicowe r2
51ji;j �, r2

52ji;j � i 9-cio punktowy
operator ró»nicowy r2

9ji;j �(dla " = 1
4) Laplace’a dla siatki kwadratowej.

Na rysunku 7 zaznaczone zosta“y punkty wƒz“owe wykorzystane do wyliczenia warto–ci
operatora Laplace’a wraz z odpowiednimi wspó“czynnikami wagowymi.

Korzystaj¡c z piƒciopunktowego analogu ró»nicowego operatora r2 wyra»onej przez (36),
równanie (35) zapiszemy w postaci dyskretnej:

r2
51�

���
i;j

= �i+1;j + �i�1;j + �i;j+1 + �i;j�1 � 4 � �i;j = h2�i;j: (39)

Podobna analiza jak w przypadku jednowymiarowym prowadzi do rzadkiej macierzy wspó“-
czynników A. Równanie macierzowe przyjmie w przypadku dwuwymiarowym posta¢ [2]:

2

666666666666666666664

�4 1 1
1 �4 1 1

1 �4 1 1
. . . . . . . . . . . .

1 1 �4 1 1
1 1 �4 1 1

. . . . . . . . . . . .
1 1 �4 1

1 1 �4 1
1 1 �4

3

777777777777777777775

�

2

666666666666666666664

�1;1
�2;1
�3;1
...
�I;1
�1;2
...
�I;J�2
�I;J�1
�I;J

3

777777777777777777775

=

2

666666666666666666664

h2�1;1
h2�2;1
h2�3;1
...
h2�I;1
h2�1;2
...
h2�I;J�2
h2�I;J�1
h2�I;J

3

777777777777777777775

: (40)

Równanie macierzowe otrzymane w wyniku dyskretyzacji dwuwymiarowego równania Poissona
mo»na oczywi–cie rozwi¡za¢ przy pomocy metody eliminacji Gaussa. Jednak z uwagi na roz-
miary oraz specy�czn¡ budowƒ powstaj¡cych macierzy rzadkich rozwi¡zywanie w ten sposób
jest ma“o wydajne. Algorytm Gaussa z“o»ono–ci O(n3), gdzie n jest rozmiarem macierzy, wyda-
je siƒ w tym przypadku nie najlepszym wyborem, bo wiƒkszo–¢ czasu obliczeniowego zostanie
zmarnowana na miejsca, gdzie macierz wspó“czynników wype“niona jest zerami.
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W przypadku macierzy rzadkich powstaj¡cych w rachunku ró»nic sko«czonych u»ywa siƒ
tzw. metod iteracyjnych rozwi¡zywania równa« liniowych [2, 16, 40], których wprowadzeniem,
analiz¡ i porównaniem zajmiemy siƒ w nastƒpnych podrozdzia“ach. �cis“e i kompletne wypro-
wadzenie podanych schematów iteracyjnych, wraz z dowodami ich zbie»no–ci, mo»na znale„¢
znajdzie w wymienionej wy»ej literaturze tematu.

3.5.1 Metoda Jacobiego

Najprostsz¡ metod¡ iteracyjn¡ rozwi¡zania równania macierzowego (40) jest metoda iteracyjna
Jacobiego [2]. Z ró»nicowej postaci równania Poissona (39) wyznaczmy warto–¢ funkcji � w
dowolonym13 punkcie wƒz“owym siatki kwadratowej (�x = �y = h) i; j:

�n+1
i;j =

1
4

(�n
i+1;j + �n

i�1;j + �n
i;j+1 + �n

i;j�1 � h2�i;j); (41)

lub w ogólnym przypadku siatki prostok¡tnej (�x 6= �y):

�n+1
i;j =

1
2

 
1

�x2 +
1

�y2

!�1

�
 

1
�x2 (�n

i+1;j + �n
i�1;j) +

1
�y2 (�n

i;j+1 + �n
i;j�1) + �i;j

!

: (42)

Korzystaj¡c z tak zde�niowanego wzoru na warto–¢ wƒz“ow¡ funkcji �i;j przeprowadzamy
procedurƒ iteracyjn¡ wyliczaj¡c po kolei warto–ci funkcji w ka»dym wƒ„le siatki obliczeniowej.
Pokazano [2, 40], »e proces taki jest zbie»ny do prawid“owego rozwi¡zania - pola skalarnego
� spe“niaj¡cego dwuwymiarowe14 równanie Poissona. Proces iteracyjny wyznaczania warto–ci
funkcji � kontynuujemy tak d“ugo, jak d“ugo nie spe“niony jest warunek konwergencji:

N�1X

i=0

N�1X

j=0

����n+1
i;j � �n

i;j

��� < "; (43)

gdzie " jest sta“¡ okre–laj¡c¡ dok“adno–¢ rozwi¡zania. W praktyce stosuje siƒ warto–ci bliskie
zeru, np. " = 0:002.

Za warunki pocz¡tkowe tak wprowadzonego procesu iteracyjnego wybra¢ mo»emy dowoln¡
posta¢ pola �0. Warto jednak znale„¢ analityczny opis nawet uproszczonego modelu badanego
zjawiska, gdy» start procedury iteracyjnej z przybli»onego stanu pocz¡tkowego �0 pozwala
uzyska¢ »¡dan¡ konwergencjƒ po du»o mniejszej liczbie iteracji.

3.5.2 Metoda Gaussa{Seidla

Metoda Jacobiego jest niezbyt efektywna ze wzglƒdu na szybko–¢ zbie»no–ci procesu iteracyjne-
go [2]. Wprowadzone zosta“y wiƒc mody�kacje maj¡ce na celu uzyskanie wiƒkszej dok“adno–ci
rozwi¡zania. Równanie na warto–¢ wƒz“ow¡ zapiszemy w zmienionej postaci:

�n+1
i;j =

1
2

 
1

�x2 +
1

�y2

!�1

�
 

1
�x2 (�n

i+1;j + �n+1
i�1;j) +

1
�y2 (�n

i;j+1 + �n+1
i;j�1) + �i;j

!

; (44)

13Podane wyra»enie ma sens dla punktów wƒz“owych nie le»¡cych w bezpo–rednim kontakcie z warto–ciami
brzegowymi.

14Rozwa»ania mo»na “atwo uogólni¢ na trzy wymiary przestrzenne.
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gdzie warto–¢ �n+1
i;j jest wyra»ona równie» przez wyliczone wcze–niej w procesie iteracji15 war-

to–ci pola � w punktach (i�1; j) oraz (i; j �1). Inne szczegó“y procesu iteracyjnego pozostaj¡
takie same, jak by“o to w przypadku metody Jacobiego, a równanie (44) opisuje metodƒ ite-
racyjn¡ Gaussa{Seidla.

3.5.3 Metoda sukcesywnej nadrelaksacji (SOR)

Kolejnym krokiem przyspieszaj¡cym proces iteracyjny rozwi¡zania równania Poissona jest za-
stosowanie tzw. sukcesywnej nadrelaksacji otrzymanego rozwi¡zania [2, 40]. Wprowad„my za
[2] parametr wagowy !:

�n+1
i;j = (1 � !) � �n

i;j+

! �
1
2

 
1

�x2 +
1

�y2

!�1

�
 

1
�x2 (�n

i+1;j + �n+1
i�1;j) +

1
�y2 (�n

i;j+1 + �n+1
i;j�1) + �i;j

!

: (45)

W zale»no–ci od wyboru parametru ! mamy do czynienia z podrelaksacj¡ rozwi¡zania (! < 1)
lub nadrelaksacj¡ rozwi¡zania ! > 1. W przypadku ! = 1 równanie (45) przyjmuje posta¢
równania dla metody Gaussa{Seidla (44). Wybór wielko–ci parametru ! nie jest jednoznaczny
i zawiera siƒ w przedziale (0; 2). Optymaln¡ warto–¢ ! w przypadku sieci kwadratowej dla
metody SOR wyznaczy¢ mo»na ze wzoru [2]:

!opt = 2
�

1 +
�
N

��1
; (46)

gdzie N jest liczb¡ kolumn siatki obliczeniowej. W praktyce warto–¢ tego parametru dobra¢
mo»na sprawdzaj¡c szybko–¢ zbie»no–ci dla ró»nych warto–ci u»ywaj¡c równania (46) do ich
wstƒpnego oszacowania.

3.5.4 Porównanie zbie»no–ci metod iteracyjnych

W tym podrozdziale przeprowadzimy numeryczny eksperyment badaj¡cy zbie»no–¢ wprowa-
dzonych metod iteracyjnych rozwi¡zania dwuwymiarowego równania Poissona (35). Pozwoli
nam to przekona¢ siƒ o faktycznych zaletach wprowadzanych komplikacji do wyj–ciowej, naj-
prostszej metody Jacobiego.

Chcemy znale„¢ funkcjƒ pr¡du cieczy z wirowo–ci¡ wyznaczaj¡c¡ rozk“ad „róde“ w równaniu
Poissona [40]. Wirowo–¢ de�niujemy przez rotacjƒ wektora prƒdko–ci lokalnej cieczy:

� = r � u: (47)

Funkcjƒ pr¡du za [16, 40] de�niujemy zgodnie ze wzorem

r � 	 = u: (48)

Wprowadzone zagadnienie mo»na upro–ci¢ do dwóch wymiarów przestrzennych przez za“o»enie
	 oraz � postaci:

15We wzorze (44) zak“adamy kierunek iteracji od lewej do prawej i od do“u do góry.
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0=y

0=y

0=y

0=y

0=y

1=x

Rysunek 8: Zagadnienie przyk“adowe u»yte do testów rozwi¡za« numerycznych równania Po-
issona w dwóch wymiarach.

� = (0; 0; �);

	 = (0; 0; 	);

co po wykonaniu kilku prostych operacji na równaniach (47) oraz (48) pozwala wyprowadzi¢
zwi¡zek miƒdzy wirowo–ci¡ �, a funkcj¡ pr¡du cieczy �, wyra»on¡ równaniem Poissona postaci
[40]:

r2	 = ��: (49)

Równanie (49) rozwi¡»emy przy pomocy wprowadzonych wy»ej metod, korzystaj¡c z siatki ró»-
nicowej typu Eulera o rozdzielczo–ci NxN komórek, zak“adaj¡c warunki brzegowe dla funkcji
pr¡du 	 w postaci:

i = 1 : : : N ^ (j = 0 _ j = N)
_

j = 1 : : : N ^ (i = 0 _ i = N)
=) 	(i; j) = 0 (50)

Dodatkowo w centrum uk“adu umie–cimy punktowe „ród“o wirowo–ci otoczone brzegiem na
którym 	(i; j) = 0 z charakterystyczn¡ szczelin¡, gdzie funkcja pr¡du nie jest ustalona. Na
rysunku 8 pokazany zosta“ schemat uk“adu, który bƒdziemy rozwi¡zywa¢.

Na rysunku 9 prezentujemy rozwi¡zanie równania Poissona przy pomocy metody sukce-
sywnej nadrelaksacji po 71 krokach iteracji uzyskane z konwergencj¡ mniejsz¡ ni» 10�8. Roz-
wi¡zanie z tak¡ dok“adno–ci¡ uzna¢ mo»emy za wzorcowe.

W celu porównania zbie»no–ci ró»nych metod iteracyjnych przeprowadzimy test polegaj¡cy
na wyliczaniu konwergencji wg wzoru (43).

Wyniki takiego pomiaru dla trzech metod zebrane zosta“y na rysunku 10. Widzimy wy-
ra„nie, »e zbie»no–¢ metody sukcesywnej nadrelaksacji do wyniku wzorcowego jest najszybsza.
Metoda Jacobiego nie jest nawet w stanie w rozs¡dnym czasie osi¡gn¡¢ zbie»no–ci dla tak
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Rysunek 9: Rozk“ad funkcji pr¡du pochodz¡cy od punktowego „ród“a wirowo–ci w pudle ze
szczelin¡. Rozwi¡zanie numeryczne zagadnienia Poissona metod¡ sukcesywnej nadrelaksacji
(SOR). Siatka obliczeniowa 60 � 60, krok �x = 0:1, ! = 1:8.
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Rysunek 10: Wykres zbie»no–ci rozwi¡zania 	 wyznaczony dla ró»nych metod iteracyjnych.

prostego zagadnienia. Tymczasem metoda Gaussa-Seidla osi¡ga du»o lepsz¡ zbie»no–¢, jednak
nadal krzywa opisuj¡ca bezwzglƒdne odchylenie od warto–ci wzorcowej maleje do–¢ powoli.
Pocz¡tkowe, du»e warto–ci konwergencji dla metod SOR i Gaussa{Seidla s¡ wyrazem szybkiej
zmiany rozwi¡zania w pocz¡tkowej fazie oblicze«.

Zastanawiaj¡cy w wynikach przedstawionych na rysunku 10 s¡ niewielkie ró»nice wzglƒd-
ne miƒdzy warto–ciami odchyle« dla ró»nych schematów iteracyjnych. Dla wybranej metody
liczenia konwergencji jedynie schemat SOR wykazuje wzglƒdnie poprawn¡ zale»no–¢ pomiƒdzy
warto–ci¡ konwergencji, a uzyskiwanym rezultatem oblicze«.

Okazuje siƒ, jak pokazano to na rysunku 11, »e ró»nice pomiƒdzy omawianymi metoda-
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Rysunek 11: Rozwi¡zanie sytuacji modelowej dla trzech ró»nych kroków iteracyjnych (góra-dó“)
oraz metod Jacobiego, Gaussa{Seidla oraz SOR.
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Rysunek 12: Porównanie zbie»no–ci metody SOR dla ró»nych warto–ci parametru !. Po prawej
stronie przedstawiamy przeskalowan¡ - najbardziej interesuj¡c¡ czƒ–¢ wykresu.

mi, dla tych samych kroków iteracyjnych s¡ znacz¡ce. Na rysunku pokazana zosta“a ewolucja
rozwi¡zania równania przy pomocy wprowadzonych metod - dla porównania u“o»one w kolej-
no–ci: krok iteracji (góra - dó“), metoda (lewo - prawo). Na rysunku wida¢ wyra„nie, »e metoda
sukcesywnej nadrelaksacji (SOR) ju» po kilku krokach obliczeniowych daje wyniki, które przy
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pomocy metody Gaussa{Seidla osi¡gn¡¢ mo»na po kilkunastu i wiƒcej krokach. W ostatnim
25 kroku iteracji metoda SOR da“a wynik zbie»ny z wzorcowym, tymczasem dwie pozosta“e
metody - nadal nie. Wynik ten zgodny jest z wykresem 10, gdzie dla kroku 25 iteracji wida¢
do–¢ znaczne ró»nice pomiƒdzy ró»nymi metodami.

Bior¡c pod uwagƒ wyniki przedstawione na wykresach 10 oraz 11 w dalszej czƒ–ci pracy
u»ywa¢ bƒdziemy metody sukcesywnej nadrelaksacji. Z uwagi na du»¡ z“o»ono–¢ obliczeniow¡
procesu rozwi¡zywania równa« Naviera{Stokesa oraz potrzebƒ dok“adnego rozwi¡zania rów-
nania Poissona (ci–nienie odgrywa¢ bƒdzie wa»n¡ rolƒ w procesie symulacji) - przeanalizujemy
wp“yw parametru ! na zbie»no–¢ i konwergencjƒ tej metody.

Na wykresie (12) naszkicowane zosta“y zbie»no–ci rozwi¡za« iteracyjnych dla oblicze« prze-
prowadzonych dla ró»nych warto–ci parametru nadrelaksacji. Wida¢ wyra„nie, »e warto–¢ opty-
malna !opt � 1:9 wyliczona ze wzoru (46) dla siatki 60�60 zgadza siƒ do–¢ dobrze z rezultatem
bada« zbie»no–ci metody SOR przeprowadzonych w tym rozdziale, który wynosi ! = 1:8
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4 Rozwi¡zanie iteracyjne
W tym rozdziale wprowadzimy metodƒ pozwalaj¡c¡ rozwi¡za¢ numerycznie równania Naviera{
Stokesa dla cieczy nie–ci–liwej bez powierzchni swobodnej. Korzystaj¡c z omówionych wcze–niej
metod numerycznych, przedstawimy schemat konstrukcji oraz algorytm SIMPLE. Nastƒpnie,
po omówieniu sposobu uwzglƒdnienia warunków brzegowych we wprowadzonym algorytmie,
przeprowadzimy pierwsze testy sprawdzaj¡ce poprawno–¢ kodu obliczeniowego.

W roku 1972 S. Patankar i D. Spalding wprowadzili metodƒ SIMPLE16 [39] iteracyjnego
rozwi¡zania równa« Naviera{Stokesa. Metoda ta zostanie wykorzystana do rozwi¡zania pro-
blemów dynamiki cieczy nie–ci–liwej bez powierzchni swobodnej, a w nastƒpnych rozdzia“ach
zajmiemy siƒ jej rozszerzeniem o –ledzenie i uwzglƒdnianie powierzchni swobodnej cieczy.

4.1 Metoda korekcji ci–nienia
Celem oblicze« jest, dla zadanych warunków pocz¡tkowych un(r) oraz pn(r), wyznaczenie
pól prƒdko–ci un+1(r) oraz ci–nienia znormalizowanego pn+1(r) w kolejnym kroku czasowym.
W przypadku cieczy nie–ci–liwej, dla której kompletny opis dynamiki cieczy dany jest przez
równania Naviera{Stokesa w formie zachowawczej (6) i (7), czƒsto spotykanym podej–ciem
do rozwi¡zania zagadnienia s¡ tzw. metody iteracyjne na ci–nienie. W celu wyprowadzenia
prostego zwi¡zku ci–nienia z prƒdko–ci¡ dzia“amy operatorem r na równanie (6), co przy
wykorzystaniu przemienno–ci operatorów @

@t i r daje nastƒpuj¡ce wyra»enie [16]:

r2p = �r � (u � r)u: (51)

Równanie (51) pozwala obliczy¢ pole ci–nie« p dla znanego rozk“adu prƒdko–ci u. W praktyce
jednak wygodniejsze okazuje siƒ postƒpowanie odwrotne (bƒd¡ce g“ównym za“o»eniem metod
korekcji ci–nienia, w tym metody SIMPLE [16, 39]) w którym zak“ada siƒ pocz¡tkow¡, tzw.
próbn¡ posta¢ pola ci–nienia p�. Nastƒpnie przy pomocy dyskretnej postaci równa« (11) oraz
(12) wyliczona zostaje odpowiadaj¡ca ci–nieniu p� prƒdko–¢ próbna u�. Z uwagi na ÿpróbny"
charakter ci–nienia p�, gdzie poszczególne warto–ci wƒz“owe zosta“y odgadniƒte17, w pierwszym
kroku wyliczone prƒdko–ci u� prawie na pewno nie bƒd¡ spe“nia¢ równania ci¡g“o–ci dla cieczy
nie–ci–liwej (10). Przy pomocy równania (51) wyznaczamy nowe warto–ci wƒz“owe pola ci–nienia
przyjmuj¡c u = u�. Cykliczne powtarzanie tego procesu pozwoli uzyska¢, w kolejnych krokach
iteracji, pola prƒdko–ci coraz bli»sze rozwi¡zaniu, dla którego spe“nione jest równanie ci¡g“o–ci.
Przy za“o»eniu, »e »¡dana dok“adno–¢ osi¡gniƒta zosta“a w n + 1 kroku iteracji, wprowadzi¢
mo»emy poprawki do prƒdko–ci u0:

un+1 = u� + u0; (52)

oraz do ci–nienia [16]:

rpn+1 = rp� + rp0: (53)

Pola ci–nienia pn+1 oraz prƒdko–ci un+1 wyra»one przez warto–ci próbne oraz odpowiednie
poprawki, spe“niaj¡ równania Naviera{Stokesa dla cieczy nie–ci–liwej. Przedstawione wy»ej
postƒpowanie stanowi¢ bƒdzie podstawƒ do wyprowadzenia algorytmu SIMPLE.

16ang. Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations
17W dalszych krokach iteracji za ci–nienie próbne p� przyjmuje siƒ rozk“ad pochodz¡cy z poprzedniego kroku

czasowego.
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4.2 Metoda SIMPLE
W celu konstrukcji algorytmu obliczeniowego wykorzystuj¡cego iteracyjn¡ metodƒ poprawia-
nia ci–nienia, podstawmy wielko–ci z n + 1 kroku czasowego wyra»one równaniami (52) oraz
(53) do uk“adu równa« Naviera{Stokesa (6) oraz (7) przyjmuj¡c u = un+1, p = pn+1. Po
kilku przekszta“ceniach18 otrzymujemy zwi¡zek pomiƒdzy poprawk¡ do ci–nienia, a prƒdko–ci¡
próbn¡:

r2p0 =
1

�t
r � u� (54)

Z równania (54) wida¢, »e w przypadku pola prƒdko–ci próbnej spe“niaj¡cego równanie ci¡g“o–ci
poprawka do ci–nienia znika, co ko«czy proces iteracyjny. W praktyce przyjmuje siƒ mo»liwe
pewne wzglƒdne odchylenia od tego warunku, jednak na tyle ma“e, by osi¡gn¡¢ zbie»ny proces
iteracyjny.
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Rysunek 13: Obszary kontrolne ca“kowania równa« dynamiki cieczy: a) dla kierunku x, b) dla
kierunku y.

W celu konstrukcji schematu SIMPLE wprowad„my tzw. obszar kontrolny jak pokazano to
na rysunku 13, dla którego przeprowadzona zostanie dyskretyzacja równa« Naviera{Stokesa z
u»yciem schematów z poprzedniego rozdzia“u. Wykorzystamy notacjƒ u»yt¡ w [16, 39] zapisuj¡c
równania dynamiki (11) oraz (12) w postaci

aucuc =
e;w;n;sX

�
a�u� + b + (pp � pe)Ae; (55)

avcvc =
e;w;n;sX

�
a�v� + b + (pp � pn)An; (56)

gdzie Ae = �x oraz An = �y s¡ rozmiarami –cian obszarów kontrolnych19.
18Szczegó“y wspomnianych wyprowadze« mo»na znale„¢ m.in. w [3, 16, 39].
19W przypadku trójwymiarowym przyk“adowo wspó“czynnik An = �x � �z jest polem powierzchni –ciany

obszaru kontrolnego.
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W równaniu (55) wspó“czynniki a� s¡ równe:

ae = aw = �
�y
�x

; an = �
�x
�y

�
1
2

vn�x; as = �
�x
�y

�
1
2

vs�x; au = ue�y;

auc = ae + aw + an + as + au + b:

Podobnie w równaniu (56) dla kierunku y:

ae = �
�y
�x

�
1
2

ue�y; aw = �
�y
�x

+
1
2

uw�y an = as = �
�x
�y

; av = vn�x;

avc = ae + aw + an + as + av + b;

gdzie:

b =
�x�y

�t
:

Podana wy»ej posta¢ wspó“czynników wystƒpuj¡cych w równaniach (55) oraz (56) wynika
bezpo–rednio z dyskretyzacji cz“onów ró»niczkowych równa« Naviera{Stokesa z u»yciem poka-
zanego na rysunku 13 obszaru kontrolnego [16, 38].

Do wielko–ci próbnych p� oraz u� równania (55) oraz (56) przyjm¡ posta¢:

aucu�
c =

e;w;n;sX

�
a�u�

� + b + (p�
p � p�

e)Ae; (57)

avcv�
c =

e;w;n;sX

�
a�v�

� + b + (p�
p � p�

n)An: (58)

W celu wyznaczenia poprawek do prƒdko–ci, odpowiadaj¡cych wprowadzonemu rozk“adowi
próbnego pola ci–nienia, u»yjemy wzoru na ci–nienie skorygowane, bƒd¡ce sum¡ ci–nienia prób-
nego p� oraz poprawki p0:

p = p� + p0: (59)

Po podstawieniu równania (59) oraz równa« na poprawki prƒdko–ci (52) do (55) oraz do (56)
i odjƒciu stronami równa« (57) i (58), otrzymamy nastƒpuj¡ce wyra»enia na poprawki do
prƒdko–ci próbnych [16]:

aucu0
c =

e;w;n;sX

�
a�u0

� + (p0
p � p0

e)Ae; (60)

avcv0
c =

e;w;n;sX

�
a�v0

� + (p0
p � p0

n)An: (61)

31



4.2 Metoda SIMPLE 4 ROZWI�ZANIE ITERACYJNE

Wyliczanie poprawek do prƒdko–ci by“oby zadaniem trudnym ze wzglƒdu na wyrazy pod zna-
kiem sumowania wystƒpuj¡ce w powy»szych równaniach. W literaturze omawiaj¡cej metodƒ
SIMPLE [16, 38, 39] odrzuca siƒ te wyrazy, a uproszczenie to nie wp“ywa w »aden sposób na
ko«cowe rozwi¡zanie procesu iteracyjnego [38]. Otrzymujemy wiƒc nastƒpuj¡ce wyra»enia na
poprawki prƒdko–ci:

u0
c =

Ae

auc
(p0

p � p0
e); (62)

v0
c =

An

avc
(p0

p � p0
n): (63)

4.2.1 Algorytm obliczeniowy

Wyprowadzone w poprzednim podrozdziale zale»no–ci pomiƒdzy prƒdko–ciami i ci–nieniem, ich
warto–ciami próbnymi oraz poprawkami pozwoli nam zapisa¢ kolejne kroki algorytmu oblicze-
niowego metody SIMPLE [38]:

a) wyznaczenie pocz¡tkowych (wstƒpnych) warto–ci wƒz“owych pola p�,

b) wyliczenie prƒdko–ci u� oraz v� odpowiadaj¡cych ci–nieniu próbnemu przy pomocy pe“-
nych równa« dynamiki (55) oraz (56),

c) rozwi¡zanie równania Poissona (54) na poprawkƒ p0 do ci–nienia,

d) obliczenie nowego ci–nienia p przy pomocy wzoru (59),

e) wyznaczenie nowych warto–ci u oraz v z równania (52) przy u»yciu (62) oraz (63) do
wyliczenia warto–ci u0 i v0.

f) kontynuacja procesu iteracyjnego tak d“ugo jak r�u > "s za ci–nienie próbne przyjmuj¡c
p� = p

4.2.2 Kryteria stabilno–ci

Warunki stabilno–ci nak“adaj¡ ograniczenie na krok czasowy �t u»yty w schemacie numerycz-
nym. Ich spe“nienie w ka»dym kroku czasowym gwarantuje otrzymanie stabilnego rozwi¡zania
[11, 35].

Podstawowym kryterium stabilno–ci jest czƒsto wystƒpuj¡ce w literaturze dotycz¡cej obli-
cze« numerycznych tzw. kryterium Couranta-Friedrichsa-Levy’ego (CFL) [11]:

�t <
��
juj

; (64)

gdzie �� = f�x; �yg jest rozmiarem siatki obliczeniowej w odpowiednim kierunku, juj jest
d“ugo–ci¡ wektora prƒdko–ci20. Równanie (64) posiada prost¡ interpretacjƒ: w jednym kroku
czasowym przep“yw elementu cieczy wyra»ony przez prƒdko–¢ juj nie mo»e przenie–¢ w“a-
–ciwo–ci cieczy o wiƒcej ni» jedn¡ komórkƒ obliczeniow¡. W przypadku cieczy opisywanej z

20Kryterium CFL mo»na równie» wyrazi¢ przez uwzglƒdnienie osobno kolejnych sk“adowych wektora prƒd-
ko–ci, zamiast jego d“ugo–ci.
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uwzglƒdnieniem cz“onu lepko–ciowego, wprowadza siƒ równie» dyfuzyjny warunek stabilno–ci
[15, 35, 48], który za zapiszemy w postaci:

�t <
1
2

�x2�y2

�x2 + �y2

Re
2

: (65)

Kryterium stabilno–ci (65) wynika z jawnej dyskretyzacji równa« Naviera{Stokesa i opisuje
lokalne kryterium stabilno–ci von Neumanna [35].

4.2.3 Zmienny krok czasowy

W celu zapewnienia stabilno–ci rozwi¡zania ró»nicowego stosujemy technikƒ zmiennego kroku
czasowego [35]. U»ywaj¡c kryteriów stabilno–ci wyprowadzonych w poprzednim podrozdziale
zapiszemy wyra»enia na maksymalny krok czasowy dla ka»dego z wymienionych kryteriów.
Nastƒpnie zmody�kujemy procedurƒ numeryczn¡ tak, by wykonywa“a poszczególne kroki ite-
racyjne nie przekraczaj¡c zadanych kryteriów stabilno–ci. W praktyce do kryterium CFL wy-
ra»onego wzorem (64) wprowadza siƒ parametr wzmacniaj¡cy �CF L:

�tu = �CF L �
�x

jumaxj
; (66)

�tv = �CF L �
�y

jvmaxj
; (67)

gdzie 0 < �CF L ‹ 1. Mody�kuj¡c parametr �CF L mo»emy wp“yn¡¢ na wielko–¢ kroku cza-
sowego w przeprowadzanych obliczeniach, gdy» kryterium CFL pomimo, »e jest koniecznym,
nie zawsze jest wystarczaj¡cym warunkiem stabilno–ci rozwi¡zania numerycznego [15]. Po-
dobnie zapiszemy wzorem wyra»enie na maksymalny krok czasowy spe“niaj¡cy kryterium von
Neumanna (65):

�tRe =
1
2

�x2�y2

�x2 + �y2

Re
2

: (68)

Korzystaj¡c z (66), (67) i (68) zapisa¢ mo»emy wyra»enie na maksymalny stabilny krok czasowy
symulacji przep“ywu z uwzglƒdnieniem lepko–ci cieczy:

�tmax = � � minf�tu; �tv; �tReg; (69)

gdzie 0 < � ‹ 1 jest parametrem wzmacniaj¡cym zadane kryterium stabilno–ci. Spe“nienie
kryterium wyra»onego wzorem (69) postulujemy dla ka»dego kroku czasowego i dla wszystkich
prƒdko–ci u oraz v siatki obliczeniowej. Wprowad„my oznaczenia: �tmax - maksymalny rozmiar
kroku czasowego wyliczony z równania (69), �t - krok czasowy symulacji. Pomiƒdzy dwoma
krokami iteracyjnymi w celu spe“nienia warunku stabilno–ci nale»y wykona¢ nastƒpuj¡ce czyn-
no–ci:

a) oblicz �tmax, z wzoru (69)

b) czy �t ‹ �tmax, je–li tak: �t = �t � 2, je–li nie: �t = �t=2
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Procedura powy»sza jest jedn¡ z najprostszych implementacji techniki zmiennego kroku
czasowego. Jedn¡ z potrzebnych w dalszej czƒ–ci pracy cech algorytmu SIMPLE bƒdzie nie-
zmienno–¢ kroku czasowego na poziomie jednej iteracji algorytmu. Poszczególne kroki algoryt-
mu metody SIMPLE bƒd¡ wtedy wykonywane kilka razy, a liczba wywo“a« zale»e¢ bƒdzie od
rozmiaru kroku czasowego (czyli wiƒcej wywo“a« dla zmniejszonego przez kryteria stabilno–ci
kroku czasowego �t).

4.3 Walidacja kodu SIMPLE
W celu sprawdzenia poprawno–ci proponowanej procedury numerycznej opartej na schemacie
iteracyjnym i metodzie SIMPLE przeprowadzimy symulacjƒ dwóch standardowych problemów
dynamiki cieczy, dla których znane s¡ wyniki analityczne lub dok“adne rozwi¡zania nume-
ryczne. Rozwi¡zanie zagadnie« Driven-Lid Cavity 
ow oraz Couette 
ow pozwoli sprawdzi¢
wprowadzony w poprzednim podrozdziale algorytm numerycznego rozwi¡zania równa« prze-
p“ywu.

4.3.1 Driven-Lid Cavity 
ow

Pierwszym z problemów, którego rozwi¡zaniem siƒ zajmiemy jest Driven-Lid Cavity 
ow, czyli
rozwi¡zanie problemu zachowania siƒ cieczy nie–ci–liwej w dwóch wymiarach przestrzennych
wewn¡trz kwadratowej komory. Zak“adamy, »e z czterech –cian ograniczaj¡cych ca“y uk“ad,
górna porusza siƒ z prƒdko–ci¡ poziom¡ u = u0 = const, jak zaznaczono to na rysunku 14.
Nasze wyniki kodu numerycznego porównamy m.in. do danych uzyskanych w oparciu o metody
niejawne i spektralne [6].

u=u
0

v=0


u=0

v=0


u=0

v=0


u=0

v=0


Rysunek 14: Model przep“ywu cieczy przez komorƒ, której górna –ciana porusza siƒ ze sta“¡
prƒdko–ci¡ poziom¡ u = u0

Symulacjƒ problemu zde�niowanego jak na rysunku 14 przeprowadzimy na siatce oblicze-
niowej o rozmiarze 81 � 81, kieruj¡c siƒ warunkami zadanymi przez pracƒ [6].

Na rysunku 15 narysowane zosta“y tzw. linie pr¡du dla rozwi¡zania zagadnienia Driven
Cavity przy liczbach kryterialnych Re = 400 oraz Re = 5000 metod¡ SIMPLE opisan¡ w
poprzednich podrozdzia“ach. Ze wzglƒdu na to, »e metoda, któr¡ omawiamy, u»ywa do opisu
zmiennych prymitywnych u; v; p, konieczne by“o wyliczenie funkcji pr¡du 	 z równania Poisso-
na (48), wcze–niej wyznaczaj¡c numerycznie rozk“ad wirowo–ci wprost z równania (47). Dziƒki
temu podej–ciu mogli–my bezpo–rednio narysowa¢ linie pr¡du - czyli linie okre–laj¡ce sta“¡
warto–¢ funkcji pr¡du, jak pokazano na rysunku 16. Wida¢ wyra„nie, »e osi¡gniƒta zgodno–¢
z wynikiem literaturowym dla dwóch ró»nych liczb Reynoldsa jest bardzo dobra, a niewiel-
kie odstƒpstwa wynikaj¡ z niedok“adno–ci numerycznych procedur wyliczania funkcji pr¡du i
wirowo–ci na brzegach obszaru. Pokazane na rysunku 15 wyniki dla ró»nych liczb Reynoldsa
wykazuj¡ zgodno–¢ z wynikami literaturowymi [6, 34, 50].
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Rysunek 15: Obliczenia (strona lewa), wynik z [6] (strona prawa) Re = 400 (góra), Re = 5000
(dó“), siatka 81 � 81, �x = �y = 1
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Rysunek 16: Warto–ci prƒdko–ci poziomych na linii x = 0:5 (strona lewa) oraz pionowych
na linii y = 0:5 (strona prawa) dla metody SIMPLE przy u»yciu schematów konwekcyjnych:
centralnego i "pod pr¡d". Porównanie z obliczeniami [6], dla: Re = 5000, 81 � 81, �x = �y =
1
81 .

Dodatkowo w celu dok“adniejszego zbadania poprawno–ci otrzymanego rezultatu, na wy-
kresie 16 zaznaczony zosta“ pro�l prƒdko–ci poziomej dla linii x = 0:5 oraz prƒdko–ci pionowej
na prostej y = 0:5. Obliczenia przeprowadzone zosta“y dla liczby Re = 5000 przy pomocy

35



4.3 Walidacja kodu SIMPLE 4 ROZWI�ZANIE ITERACYJNE

dwóch schematów dyskretyzacji cz“onów konwekcyjnych - centralnego oraz ÿpod pr¡d". Na
wykresie wida¢, »e otrzymane rezultaty odbiegaj¡ nieznacznie od wyników przedstawionych
w [6], oraz »e wiƒksz¡ dok“adno–¢ otrzymali–my przez symulacjƒ z ca“kowaniem centralnym
cz“onu konwekcji. Okazuje siƒ, »e sztuczna dyfuzja wprowadzana do rozwi¡zania numeryczne-
go przez schemat ró»nicowy ÿpod pr¡d" jest na tyle du»a, »e wyg“adza znacznie otrzymywane
rezultaty. Minima, oraz maksima prƒdko–ci poziomej w przypadku schematu ÿpod pr¡d" odbie-
gaj¡ znacznie bardziej, od warto–ci ÿdok“adnej", ni» w przypadku metody centralnej. Nale»y
zwróci¢ uwagƒ, »e schemat centralny nie wprowadzi“ do rozwi¡zania efektów oscylacyjnych.
W przypadku wyst¡pienia oscylacji metoda ÿpod pr¡d" by“aby du»o bardziej efektywna od
schematu centralnego.

4.3.2 Couette Flow

Drugim problemem, który rozpatrzymy, jest dwuwymiarowy przep“yw cieczy pomiƒdzy dwoma
ograniczaj¡cymi –cianami (górna i dolna), z których jedna porusza siƒ ze sta“¡ prƒdko–ci¡
u = ue [33]. Zagadnienie to zosta“o przedstawione na rysunku 17.

u=u
0


u=0


y


Rysunek 17: Zagadnienie przep“ywu przez obszar ograniczony –ciank¡ nieruchom¡ (–ciana dolna
u = 0) oraz –ciank¡ ruchom¡ (–ciana górna u = u0).

Celem oblicze« jest wyznaczenie pro�lu prƒdko–ci u pomiƒdzy –cianami ograniczaj¡cymi
przep“yw. Zagadnienie to wybrane zosta“o ze wzglƒdu na znane rozwi¡zanie analityczne, które
pozwoli zwery�kowa¢ kod numeryczny implementuj¡cy metodƒ SIMPLE [3]:

u(y) =
u0

D
� y; (70)

gdzie u(y) jest szukanym rozk“adem prƒdko–ci poziomej pomiƒdzy –ciankami ograniczaj¡cymi,
y jest odleg“o–ci¡ od –cianki dolnej, D jest odleg“o–ci¡ pomiƒdzy –ciankami, a –cianka górna
porusza siƒ z prƒdko–ci¡ u = u0. Rozwi¡zanie analityczne (70) uzyskane zosta“o przy zastoso-
waniu szeregu uproszcze« wyj–ciowego modelu [3, 33].

W celu przeprowadzenia symulacji rozwi¡zuj¡cej problem przedstawiony powy»ej, za“o-
»yli–my nastƒpuj¡ce warunki brzegowe: dla –ciany górnej zak“adamy sta“¡ prƒdko–¢ poziom¡
u = 1:0, dla –ciany dolnej obie sk“adowe prƒdko–ci s¡ równe zeru (przep“yw bez po–lizgu). W
przypadku lewej –ciany ograniczaj¡cej przep“yw zak“adamy tzw. warunek swobodnego wp“y-
wu cieczy (in
ow), a na –cianie prawej tzw. warunek wyp“ywu cieczy (out
ow). Warunki te
jednoznacznie wyra»one s¡ przez równania:

u = 1:0; v = 0 –cianka górna;
u = 0; v = 0 –cianka dolna;

p = 0; u =
@u
@x

= 0 v = 0 –cianka lewa (in
ow);

p = 0; u =
@u
@x

= 0 u =
@v
@x

= 0 –cianka prawa (out
ow):

(71)
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Przeprowadzona zosta“a symulacja problemu Couette Flow dla obszaru podzielonego na 40x20
komórek dla liczby Re = 100. W rozwi¡zaniu analitycznym postaci (70) przyjmujemy D = 1,
przyjmuj¡c równie» poziomy rozmiar obszaru symulacji za równy 2. W celu pokazania zbie»no-
–ci otrzymywanego rezultatu, zebrane zosta“y wyniki reprezentuj¡ce pro�l prƒdko–ci poziomej
na pionowej linii przecinaj¡cej obszar symulacji w dowolnym punkcie21 na osi x, dla ró»nych
kroków iteracji metody SIMPLE.
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Rysunek 18: Pro�l prƒdko–ci poziomej dla problemu Couette Flow dla Re = 100. Rozwi¡zanie
dla ró»nej liczby iteracji k. Rozwi¡zanie dla k = 4000 zgodne z analitycznym.

Na wykresie 18 przedstawione zosta“y wyniki przeprowadzonych oblicze«. Wida¢ wyra„nie,
»e rozwi¡zanie numeryczne zbiega w kolejnych krokach czasowych do rozwi¡zania analitycz-
nego, uzyskuj¡c charakter stacjonarny oko“o k = 4000 kroku iteracyjnego. Do–¢ du»a liczba
kroków iteracyjnych potrzebnych do uzyskania wyniku dok“adnego jest konsekwencj¡ przyjƒ-
cia do–¢ niskiej liczby Re wprowadzaj¡cej dyfuzjƒ spowalniaj¡c¡ szybko–¢ zmian prƒdko–ci w
procesie obliczeniowym.

W przypadku badanego przep“ywu, którego rozwi¡zanie analityczne znamy, do–¢ intere-
suj¡cym przypadkiem bƒdzie start symulacji z losowego rozk“adu pola prƒdko–ci pionowej v.
Oczekujemy bowiem [27, 33], »e dla dowolnie zadanego rozk“adu pola v powinno ono zosta¢
wyzerowane, a niezale»nie od tego pole prƒdko–ci poziomej zbiega¢ powinno do wyniku, jak
pokazano na wykresie 18.

Na rysunku 19 pokazane zosta“y wykresy prƒdko–ci poziomej i pionowej w obrƒbie ca“ej
siatki obliczeniowej dla przypadku losowego rozk“adu prƒdko–ci pionowej v. Nale»y zwróci¢
uwagƒ, »e skale osi z na poszczególnych krokach iteracyjnych przy wynikach dla prƒdko–ci pio-
nowej s¡ ró»ne od siebie nawet o kilka rzƒdów. Wida¢ wyra„nie, »e zgodnie z rozwi¡zaniem
analitycznym pole prƒdko–ci pionowej nie wykazuje odstƒpstw od zera w ca“ym obszarze. Wi-
doczne 
uktuacje na poziomie v = 10�16 mo»na przyj¡¢ za wynik ograniczonej dok“adno–ci
liczb w zapisie numerycznym. Dodatkowo test ten pokaza“, »e otrzymujemy jednolite rozwi¡-
zanie w obrƒbie ca“ego obszaru symulacji, co równie» jest zgodne z rozwi¡zaniem analitycznym
i dodatkowo wery�kuje kod numeryczny u»yty do oblicze«.

21Z uwagi na jednowymiarowy charakter zjawiska wybór punktu do reprezentacji wyników nie ma znaczenia.

37



4.3 Walidacja kodu SIMPLE 4 ROZWI�ZANIE ITERACYJNE

krok = 2 0
5

10
15

20
25

30
35

40

0

5

10

15

20

-1

-0.5

0

0.5

1

x
y 0

5
10

15
20

25
30

35
40

0

5

10

15

20

-4

-2

0

2

4

6

x
y

krok = 100 0
5

10
15

20
25

30
35

40

0

5

10

15

20

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x
y 0

5
10

15
20

25
30

35
40

0

5

10

15

20

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

x
y

krok = 1000 0
5

10
15

20
25

30
35

40

0

5

10

15

20

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
y 0

5
10

15
20

25
30

35
40

0

5

10

15

20

-1

0

1

2

3

4

x 10
-10

x
y

krok = 4000 0
5

10
15

20
25

30
35

40

0

5

10

15

20

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
y 0

5
10

15
20

25
30

35
40

0

5

10

15

20

-1

-0.5

0

0.5

1

x 10
-15

x
y

Rysunek 19: Wykresy prƒdko–ci poziomej (kolumna lewa) oraz prƒdko–ci pionowej (kolumna
prawa) dla losowego rozk“adu prƒdko–ci v w pierwszym kroku czasowym.
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5 POWIERZCHNIA SWOBODNA CIECZY

5 Powierzchnia Swobodna Cieczy
W celu symulacji powierzchni swobodnej skonstruowa¢ nale»y metodƒ jej –ledzenia, pozwa-
laj¡c¡ na uwzglƒdnienie specy�cznych warunków brzegowych nak“adanych na granicy dwóch
o–rodków. Zadanie to jest bardzo skomplikowane, gdy» mamy do czynienia z zagadnieniem
warunków brzegowych dla brzegów poruszaj¡cych siƒ. W zakresie zjawisk omawianych w ni-
niejszej pracy, za [11, 38, 48] ograniczymy rozwa»ania do przypadku cieczy znajduj¡cej siƒ
w zbiorniku wype“nionym pró»ni¡. Do –ledzenia powierzchni swobodnej wybrany zosta“ algo-
rytm MAC, który z jednej strony pozwoli“ na dok“adn¡ reprezentacjƒ geometrii cieczy na siatce
ró»nicowej typu Eulera, a z drugiej pozwoli“ na efektywn¡ symulacjƒ jej zmian.

Z uwagi na skomplikowane zachowanie powierzchni swobodnej (wystƒpowanie zjawisk ta-
kich jak rozbryzgi, “amanie siƒ fal [31, 40]), w literaturze spotka¢ mo»na wiele metod pozwalaj¡-
cych na jej reprezentacjƒ, posiadaj¡cych ró»ne cechy i zastosowania [23]. Historycznie, pionier-
sk¡ prac¡ omawiaj¡c¡ zagadnienia symulacji cieczy z powierzchni¡ swobodn¡ by“a [21], gdzie
F. Harlow i E. Welch z grupy T-3 laboratorium w Los Alamos zaprezentowali pierwsz¡ posta¢
metody cz¡stek znaczonych (ang. The MAC Method), wprowadzaj¡cej do algorytmu oblicze-
niowego bezmasowe cz¡stki reprezentuj¡ce geometriƒ cieczy na siatce obliczeniowej. Cz¡stki te
u»ywane s¡ do wyznaczania obszarów zajƒtych przez ciecz, co pozwala odpowiednio oznaczy¢
komórki siatki obliczeniowej: jako pe“ne, puste lub powierzchniowe. Nastƒpnie w ka»dym kroku
symulacji korzystaj¡c z oznacze« siatki obliczeniowej nak“adane s¡ odpowiednie warunki brze-
gowe na komórki oznaczone jako powierzchniowe. Metoda MAC, dziƒki swojej uniwersalno–ci,
by“a u»ywana i rozwijana przez wiele lat ewoluuj¡c do postaci spotykanej dzi– [10, 35]. Jednym
z ogranicze«, jakie nios“a ona ze sob¡, by“o ogromne zapotrzebowanie na pamiƒ¢ operacyjn¡
oraz moc obliczeniow¡, której z trudem sprosta¢ mog“y ówczesne komputery. Naturaln¡ kon-
sekwencj¡ tych ogranicze« by“o powstanie metod próbuj¡cych zmniejszy¢ zapotrzebowanie na
zasoby komputera. Pojawi“y siƒ na przyk“ad podej–cia ograniczaj¡ce wystƒpowanie cz¡stek
tylko w miejscach szczególnie interesuj¡cych ze wzglƒdu na charakter badanych zjawisk lub
tylko przy powierzchni swobodnej cieczy [8, 4].

Metody –ledzenia powierzchni cieczy ewoluowa“y równie» w kierunku kompletnej eliminacji
cz¡stek znaczonych, jako no–nika informacji o geometrii cieczy - takich jak metoda VOF (ang.
Volume-of-Fluid) [22, 37]. W metodach opartych na VOF, do reprezentacji cieczy konstruuje
siƒ dodatkowe pole skalarne o rozdzielczo–ci takiej jak siatka u»yta do symulacji. Pole to zawiera
warto–ci nie-ca“kowite od 0 do 1, gdzie 0 oznacza brak cieczy w komórce, a 1 komórkƒ wype“-
nion¡ ciecz¡. Tego typu opis wydaje siƒ by¢ du»o wygodniejszy od metody MAC ze wzglƒdu
na brak potrzeby wprowadzania dodatkowych obiektów do algorytmu (takich jak cz¡stki zna-
czone). Najwiƒksz¡ niedogodno–ci¡ metod VOF jest jednak rekonstrukcja powierzchni cieczy
z dostƒpnych danych (pole skalarne) [23].

Dla potrzeb niniejszej pracy, do reprezentacji powierzchni swobodnej cieczy, wybrana zo-
sta“a metoda cz¡stek znaczonych - bƒd¡ca dobrym kompromisem pomiƒdzy prostot¡, efektyw-
no–ci¡ i uniwersalno–ci¡ [32, 35]. Podstawowe ograniczenie metody MAC, czyli wzglƒdnie du»e
zapotrzebowanie na zasoby komputera powoli przestaje mie¢ znaczenie. Rozwój technologiczny,
jaki dokona“ siƒ od czasu wprowadzenia metody (lata 60’) pozwoli“ na kontynuowanie bada«
w tym kierunku. Dlatego jednym z g“ównych celów niniejszej pracy, bƒdzie próba po“¡cze-
nia algorytmu numerycznego SIMPLE [39] z uniwersaln¡ i wzglƒdnie prost¡ w implementacji
metod¡ MAC [21, 35].
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5.1 Cz¡stki znaczone
Cz¡stkƒ znaczon¡ de�niujemy jak obiekt nie�zyczny, nie posiadaj¡cy masy, reprezentuj¡cy
zbiór (skupisko) cz¡steczek tworz¡cych ciecz [21]. Zak“adamy, »e cz¡stki znaczone wprowadzo-
ne zosta“y do algorytmu jedynie w celu –ledzenia zmian geometrii cieczy i ich ruch nie wp“ywa
bezpo–rednio na przebieg procesu symulacji. Po–rednio, przesuniƒcie cz¡stek mo»e spowodowa¢
zmianƒ oznacze« komórek w siatce numerycznej, co wp“ynie na posta¢ warunków brzegowych.
Tak zde�niowane cz¡stki w chwili pocz¡tkowej symulacji wprowadzane s¡ do modelu i roz-
mieszczone zgodnie z geometri¡ cieczy w chwili pocz¡tkowej. W trakcie symulacji, na koniec
kroku obliczeniowego, s¡ one przesuwane zgodnie z lokaln¡ prƒdko–ci¡, zmieniaj¡c w ten sposób
kszta“t powierzchni swobodnej, któr¡ reprezentuj¡.

B


S


E


F
1


2


Rysunek 20: Powierzchnia cieczy (strona lewa) i odpowiadaj¡ca jej kon�guracja cz¡stek zna-
czonych na siatce ró»nicowej Eulera. Oznaczenia komórek: B) brzegowa, F) pe“na cieczy, S)
powierzchniowa, E) pusta.

Na rysunku 20 pokazana zosta“a kon�guracja obszaru symulacji cieczy z powierzchni¡ swo-
bodn¡ wyznaczon¡ przez cz¡stki znaczone. Zde�niujmy cztery rodzaje komórek na siatce z
odpowiednimi oznaczeniami:

� komórki nie zawieraj¡ce cz¡stek znaczonych oznaczamy jako puste C EMP ,

� komórki zawieraj¡ce cz¡stki znaczone i s¡siaduj¡ce z komórkami pe“nymi oznaczamy jako
pe“ne C FUL,

� komórki zawieraj¡ce cz¡stki znaczone i s¡siaduj¡ce przynajmniej z jedn¡ komórk¡ pust¡
oznaczamy jako powierzchniowe C SUR,

� komórki brzegowe C BND

W dalszej czƒ–ci tego rozdzia“u zajmiemy siƒ wyprowadzeniem warto–ci brzegowych pól
prƒdko–ci i ci–nienia na ruchomej powierzchni cieczy. Nastƒpnie poka»emy, jak wyznaczy¢ ruch
cz¡stki znaczonej przy za“o»eniu znajomo–ci pola wektorowego prƒdko–ci.

5.2 Warunki brzegowe na powierzchni cieczy
Wprowadzona klasy�kacja komórek pozwala na wyznaczenie miejsc na siatce ró»nicowej, w
których znajduje siƒ warstwa oddzielaj¡ca dwa o–rodki miƒdzy sob¡ (komórki powierzchnio-
we). Rozwa»my problem z rysunku 20, gdzie pewna ciecz (oznaczmy j¡ przez 1) graniczy z
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ciecz¡ o innych w“a–ciwo–ciach �zycznych (oznaczmy j¡ przez 2). Przy rozwi¡zaniu numerycz-
nym tego typu zagadnienia powstaje problem wyliczenia prƒdko–ci i ci–nienia na powierzchni
oddzielaj¡cej obie ciecze od siebie. Ze wzglƒdu na ró»ne w“a–ciwo–ci �zyczne obu substan-
cji - równania Naviera{Stokesa nie mog¡ by¢ bezpo–rednio rozwi¡zane w okolicach warstwy
brzegowej (powierzchni swobodnej).

Si“a wypadkowa dzia“aj¡ca na powierzchniƒ swobodn¡ cieczy ma kierunek normalnej do
tej powierzchni, a jej warto–¢ jest proporcjonalna do stopnia jej zakrzywienia [15]. Przyjmijmy
de�nicjƒ tensora naprƒ»e« T w cieczy [15, 16]:

T = (�p + ��r � u)I + 2�E; (72)

gdzie p jest ci–nieniem elementu cieczy, � jest lepko–ci¡ dynamiczn¡ cieczy, a �� lepko–ci¡
objƒto–ciow¡. E jest symetrycznym tensorem prƒdko–ci odkszta“ce«, który wyrazi¢ mo»emy w
dwuwymiarowym kartezja«skim uk“adzie wspó“rzƒdnych w postaci macierzowej [16]:
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CCCCA
: (73)

W przypadku cieczy nie–ci–liwej (r � u = 0) równanie (72) przyjmie posta¢:

T = �pI + 2�E; (74)

któr¡ wykorzystamy nastƒpnie do wyliczenia si“y dzia“aj¡cej miƒdzy warstw¡ oddzielaj¡c¡ dwie
ciecze od siebie. Wyra»enie na si“ƒ dzia“aj¡c¡ miƒdzy dwoma o–rodkami o innych w“a–ciwo-
–ciach �zycznych wprowadzi“ Landau [28]. Mo»na je przedstawi¢ w postaci [15, 16]:

(T(1) � T(2)) � n = �
 

1
~R1

+
1
~R2

!

n; (75)

gdzie: T(1;2) s¡ tensorami, odpowiednio, cieczy 1 i 2, � jest wspó“czynnikiem napiƒcia powierzch-
niowego sta“ym dla okre–lonych cieczy, ~R wyra»a promie« krzywizny warstwy powierzchniowej.
We wstƒpie wspomnieli–my, »e jednym z za“o»e«, jakie przyjmiemy, jest umieszczenie cieczy
w zbiorniku wype“nionym pró»ni¡ (T(pró»nia) = 0). Przyjmijmy, »e ciecz jest reprezentowana
przez o–rodek 1 z rysunku 20, a pró»nia przez o–rodek 2 (czyli T(2) = 0). Za“ó»my równie»,
brak napiƒcia (� = 0) na warstwie powierzchniowej [15, 48], co pozwoli zapisa¢ równanie (75)
w uproszczonej formie:

T(1) � n = 0: (76)

Po rozwiniƒciu tensora T(1) wg wzoru (74), w dwuwymiarowym kartezja«skim uk“adzie odnie-
sienia otrzymujemy dla zmiennych bezwymiarowych równanie:
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CCCCA
� n = 0: (77)
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Warunki brzegowe, jakie postulujemy na powierzchni cieczy swobodnej, to znikanie sk“adowej
prostopad“ej i równoleg“ej naprƒ»enia wyra»onego przez (77). Przyjmuj¡c, »e n = (nx; ny)T jest
wektorem normalnym, a m = (mx; my)T równoleg“ym do powierzchni swobodnej otrzymujemy
nastƒpuj¡ce równania [45]:

n � � � n = 0
m � � � n = 0 ; (78)

opisuj¡ce warunki znikania obu sk“adowych naprƒ»enia na powierzchni. Na mocy (74) - (78)
otrzymamy [15, 45]:

’ �
2

Re
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(nxmy + nymx) + 2
@v
@y

nymy = 0: (80)

Spe“nienie warunków wyra»onych wzorami (79) i (80) zapewni poprawno–¢ warunków brzego-
wych na powierzchni swobodnej dla przyjƒtych za“o»e«.

5.2.1 Kon�guracje komórek powierzchniowych

W przypadku symulacji dwuwymiarowej komórki powierzchniowe mog¡ znale„¢ siƒ w 15 ró»-
nych pozycjach wzglƒdem s¡siaduj¡cych pustych komórek, jak pokazano to na rysunku (21),
gdzie zaznaczone zosta“y równie» punkty wƒz“owe prƒdko–ci pionowej (trójk¡ty) i poziomej
(kó“ka). Punkty te w procesie symulacji nie s¡ dobrze okre–lone wprost z równa« Naviera{
Stokesa. Nale»y wyznaczy¢ je korzystaj¡c z warunków brzegowych wprowadzonych w poprzed-
nim podrozdziale. Niezaznaczone na rysunku ci–nienie na granicy dwóch o–rodków wyliczane
bƒdzie w centrach komórek powierzchniowych.

Z uwagi na podobie«stwo czƒ–ci kon�guracji przedstawionych na rysunku (21) rozwa»ania
ograniczymy do piƒciu wyró»nionych przypadków (równania dla reszty przypadków konstruuje
siƒ je analogicznie).

Kolejnym przybli»eniem, jakie przyjmiemy za [15, 45], jest za“o»enie, »e w obrƒbie komórki
obliczeniowej powierzchnia swobodna le»y prawie równolegle do brzegów komórek siatki obli-
czeniowej. Dziƒki temu mo»na przyj¡¢, »e odpowiednie pary sk“adowych wektorów ny, mx lub
nx, my s¡ bardzo ma“e i mo»na je pomin¡¢ w równaniach (79) i (80).

W przypadku komórki powierzchniowej z jednym s¡siadem pustym (sytuacja a) z rysunku
21) otrzymujemy z (79):

’ �
2

Re
@u
@x

= 0; (81)

co jednoznacznie de�niuje warto–¢ ci–nienia w komórce powierzchniowej. Po dyskretyzacji
otrzymujemy warto–¢ ci–nienia w komórce powierzchniowej (i; j):

’i;j =
2

Re

�ui+0:5;j � ui�0:5;j

�x

�
; (82)
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Rysunek 21: Mo»liwe kon�guracje u“o»enia komórki powierzchniowej (S) wzglƒdem komórek
pustych (E) oraz pe“nych i powierzchniowych (bez oznaczenia).

W celu wyliczenia nieznanej prƒdko–ci na brzegu miƒdzy komórk¡ S, a E u»yjemy równania
ci¡g“o–ci (10), korzystaj¡c z postaci dyskretnej (18). Dla omawianej sytuacji, szukana prƒdko–¢
vi;j+0:5 wynosi:

vi;j+0:5 = vi;j�0:5 +
�y
�x

(ui+0:5;j � ui�0:5;j): (83)

W podobny sposób wyznaczamy szukane warto–ci brzegowe ci–nienia i prƒdko–ci dla sytuacji
oznaczonych od b) do e) z rysunku 21:

b)

’i;j =
1

Re

 
ui;j+0:5 � ui;j�0:5

�y
+

vi+0:5;j � vi�0:5;j

�x

!

; (84)

ui+0:5;j = ui�0:5;j ; (85)

vi+0:5;j = vi;j�0:5: (86)

c) W tym przypadku ci–nienie w komórkach powierzchniowych ustawiamy równe ci–nieniu
drugiego z o–rodków (tu pró»nia),

’i;j = ’pró»nia: (87)
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W przypadku dwóch naprzeciwleg“ych komórek pustych do wyznaczenia prƒdko–ci u»y-
wamy wyra»e« wynikaj¡cych z wp“ywu si“y ciƒ»ko–ci na ruch elementu cieczy,

unowe
i+0:5;j = ustare

i+0:5;j +
gx

(Fr)2 � �t; (88)

unowe
i�0:5;j = ustare

i�0:5;j +
gx

(Fr)2 � �t: (89)

d)

’i;j = ’pró»nia; (90)

vnowe
i;j+0:5 = vstare

i;j+0:5 +
gy

(Fr)2 � �t; (91)

vnowe
i;j�0:5 = vstare

i;j�0:5 +
gy

(Fr)2 � �t; (92)

ui+0:5;j = ui�0:5;j +
�x
�y

(vi;j+0:5 � vi;j�0:5): (93)

e)

’i;j = ’pró»nia; (94)

vnowe
i;j�0:5 = vstare

i;j�0:5 +
gy

(Fr)2 � �t; (95)

ui+0:5;j = ui�0:5;j +
�x
�y

(vi;j+0:5 � vi;j�0:5); (96)

unowe
i+0:5;j = ustare

i+0:5;j +
gx

(Fr)2 � �t; (97)

unowe
i�0:5;j = ustare

i�0:5;j +
gx

(Fr)2 � �t: (98)

Analogicznie konstruuje siƒ warto–ci prƒdko–ci i ci–nienia przy komórkach brzegowych, gdzie
nie istnieje problem dynamiki brzegów. W powy»szym zestawieniu warunków brzegowych wy-
stƒpuj¡ warto–ci prƒdko–ci miƒdzy wƒz“ami, które znajdujemy przez prost¡ interpolacjƒ liniow¡,
np. w celu wyliczenia ui;j+0:5 korzystamy ze wzoru:

ui;j+0:5 =
1
2

�
�ui+0:5;j + ui+0:5;j+1

2
+

ui�0:5;j + ui�0:5;j+1

2

�
(99)

Oprócz podanych wy»ej warunków brzegowych, mo»na równie» ze wzoru (80) wyznaczy¢ prƒd-
ko–ci przy brzegu (komórki puste s¡siaduj¡ce z powierzchniowymi). Bior¡ one bowiem udzia“
w rozwi¡zaniu równa« Naviera{Stokesa dla prƒdko–ci na granicy komórek powierzchniowych
z pe“nymi. Warunki te wyprowadza siƒ analogicznie do przedstawionych powy»ej, a ich opis
i pe“n¡ klasy�kacjƒ znale„¢ mo»na w literaturze [1, 15]. W [8] znale„¢ mo»na równie» pe“-
niejsz¡ analizƒ i wyprowadzenie oraz kompletn¡ klasy�kacjƒ warunków brzegowych dla metod
opartych o cz¡stki znaczone.
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5.3 Ruch cz¡stek znaczonych
Jak wspomnieli–my w podrozdziale 5.1, cz¡stki znaczone poruszaj¡ siƒ po siatce obliczeniowej
zgodnie z bie»¡cym rozk“adem pola prƒdko–ci cieczy. Jako obiekty bezmasowe, cz¡stki nie
posiadaj¡ bezw“adno–ci, przyjmuj¡c w trakcie swojego ruchu prƒdko–¢ lokaln¡ wyliczon¡ w
miejscu, w którym siƒ znajduj¡. W celu wyliczenia lokalnej prƒdko–ci cieczy w dowolnych
punktach niewƒz“owych siatki ró»nicowej wykorzystamy –redni¡ wa»on¡. Rozpatrzmy sytuacjƒ
jak na rysunku 22, gdzie zaznaczonych zosta“o kilka wyró»nionych kon�guracji u“o»enia cz¡stki
znaczonej w komórce, w której siƒ ona znajduje.
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Rysunek 22: U“o»enie cz¡stki znaczonej wzglƒdem centrum komórki siatki ró»nicowej. Na ry-
sunku zaznaczone zosta“y: pseudo komórka otaczaj¡ca cz¡stkƒ (linia przerywana), pozycja
cz¡stki znaczonej (px; py) dla ka»dej z czterech sytuacji, indeks komórki w której znajduje siƒ
cz¡stka (i; j), wagi dla poszczególnych prƒdko–ci wƒz“owych ai, gdzie i = 0 : : : 3. Wielko–ci x1,
x2, y1, y2 s¡ zaznaczonymi d“ugo–ciami boków komórki.

Procedurƒ rozpoczynamy od wyznaczenia komórki roboczej (linia przerywana na rysunku
22) tak, by cz¡stka znajdowa“a siƒ w jej –rodku. Nastƒpnie wyliczamy po kolei pola przeciƒ¢
komórki roboczej i komórek odpowiadaj¡cych najbli»ej po“o»onym warto–ciom znanym (wƒz“o-
wym) odpowiedniego pola prƒdko–ci (pola a0, a1, a2, a3 z rysunku 22). Procedurƒ tƒ wykonu-
jemy oddzielnie dla prƒdko–ci poziomej (przypadki a i b), oraz prƒdko–ci pionowej (przypadki
c i d) cz¡stki. Dla ka»dego obliczonego pola ai mamy przyporz¡dkowan¡ prƒdko–¢ wƒz“ow¡ ui,
co pozwala wyznaczy¢ prƒdko–¢ w punkcie (px; py) cz¡stki znaczonej przez unormowanie sumy
iloczynów pól i prƒdko–ci:

up =
X

i

aiui

�x � �y
: (100)

Pozostaje wyznaczy¢ wielko–ci ai oraz odpowiadaj¡ce im prƒdko–ci ui. W tym celu rozró»niamy
kolejne dwa przypadki, osobno dla prƒdko–ci poziomej i pionowej.
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Dla prƒdko–ci pionowej otrzymamy ró»ne wyra»enia w zale»no–ci od tego, czy cz¡stka znaj-
duje siƒ w prawej lub lewej po“ówce swojej komórki (i; j), co wyrazi¢ mo»na wprowadzaj¡c
wielko–¢ fx równ¡:

fx =
px

�x
� 1; (101)

gdzie px jest pozycj¡ cz¡stki, a �x rozmiarem komórki w kierunku x. Je–li fx < 0:5, cz¡stka
znajduje siƒ w lewej po“ówce komórki, je–li fx > 0:5 w po“ówce prawej. Podobnie wyznacza siƒ
wielko–¢ fy:

fy =
py

�y
� 1; (102)

której u»ywamy w procedurze wyliczania prƒdko–ci poziomej, rozró»niaj¡c przypadek gdy
cz¡stka znajduje siƒ w górnej lub dolnej po“ówce komórki. Analizuj¡c geometrycznie wszyst-
kie z czterech przypadków pokazanych na rysunku 22 otrzymujemy nastƒpuj¡ce wyra»enia na
prƒdko–ci pionowe i poziome, kolejno dla ka»dego z rozró»nionych przypadków:

a) prƒdko–¢ pozioma up, górna po“ówka komórki (fy > 0:5),
8
>>><

>>>:

x1 = (i + 1) � �x � px;
x2 = �x � x1;
y1 = (j + 1:5) � �y � py;
y2 = �y � y1;

(103)

up =
a0 � ui;j + a1 � ui�1;j + a2 � ui�1;j+1 + a3 � ui;j+1

�x�y
; (104)

up =
x2y1 � ui;j + x1y1 � ui�1;j + x1y2 � ui�1;j+1 + x2y2 � ui;j+1

�x�y
; (105)

b) prƒdko–¢ pozioma up, dolna po“ówka komórki (fy < 0:5),
8
>>><

>>>:

x1 = (i + 1) � �x � px;
x2 = �x � x1;
y1 = (j + 0:5) � �y � py;
y2 = �y � y1;

(106)

up =
a0 � ui;j + a1 � ui;j�1 + a2 � ui�1;j�1 + a3 � ui�1;j

�x�y
; (107)

up =
x2y2 � ui;j + x2y1 � ui�1;j + x1y1 � ui�1;j+1 + x1y2 � ui;j+1

�x�y
; (108)

c) prƒdko–¢ pionowa vp, prawa po“ówka komórki (fx > 0:5),
8
>>><

>>>:

x1 = (i + 1:5) � �x � px;
x2 = �x � x1;
y1 = (j + 1) � �y � py;
y2 = �y � y1;

(109)

vp =
a0 � vi;j + a1 � vi+1;j + a2 � vi+1;j�1 + a3 � vi;j�1

�x�y
; (110)

vp =
x1y2 � vi;j + x2y2 � vi+1;j + x2y1 � vi+1;j�1 + x1y1 � vi;j�1

�x�y
; (111)
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d) prƒdko–¢ pionowa vp, lewa po“ówka komórki (fx < 0:5),
8
>>><

>>>:

x1 = (i + 0:5) � �x � px;
x2 = �x � x1;
y1 = (j + 1) � �y � py;
y2 = �y � y1;

(112)

vp =
a0 � vi;j + a1 � vi;j�1 + a2 � vi�1;j�1 + a3 � vi�1;j

�x�y
; (113)

vp =
x2y2 � vi;j + x2y1 � vi+1;j + x1y1 � vi+1;j�1 + x1y2 � vi;j�1

�x�y
: (114)

Po wyliczeniu prƒdko–ci cz¡stki znaczonej wykorzystali–my prost¡ metodƒ Eulera pierwszego
rzƒdu do przesuniƒcia cz¡stki w nowy punkt na siatce obliczeniowej:

pn+1
x = pn

x + un
p � �t;

pn+1
y = pn

y + vn
p � �t;

; (115)

gdzie �t jest krokiem czasowym symulacji. Maj¡c na uwadze rz¡d dok“adno–ci metody Eulera,
warto pamiƒta¢, »e przesuniƒcie cz¡stki znaczonej na du»¡ odleg“o–¢ w jednym kroku (du»e �t)
mia“oby powa»ne konsekwencje w postaci przybli»enia faktycznie zakrzywionego toru ruchu
cz¡stki przez prost¡. Wida¢ tu wyra„nie, jak przydatne okazuje siƒ by¢ w takim uk“adzie
spe“nienie warunku stabilno–ci CFL wprowadzonego w podrozdziale 4.2.2.

5.4 Algorytm SIMPLE-MAC
Dla cieczy z powierzchni¡ swobodn¡ skonstruowali–my algorytm obliczeniowy SIMPLE-MAC
opieraj¡cy siƒ na metodzie SIMPLE z uwzglƒdnieniem dynamiki oraz warunków brzegowych na
powierzchni swobodnej, które wynikaj¡ z przyjƒcia cz¡stek znaczonych do reprezentacji cieczy.
Poni»ej przedstawiamy kompletny algorytm.

a) inicjalizacja siatki ró»nicowej, zerowanie pól prƒdko–ci i ci–nienia,

b) wstawienie pocz¡tkowej kon�guracji cz¡stek znaczonych (u–rednione prƒdko–ci cz¡stek
znaczonych kopiujemy w punkty wƒz“owe siatki ró»nicowej),

c) wyznaczenie pocz¡tkowych (wstƒpnych) warto–ci wƒz“owych pola p�,

d) wyliczenie prƒdko–ci u� oraz v� odpowiadaj¡cych ci–nieniu próbnemu przy pomocy pe“-
nych równa« dynamiki (55) oraz (56),

e) rozwi¡zanie równania Poissona (54) na poprawkƒ p0 do ci–nienia,

f) obliczenie nowego ci–nienia p przy pomocy wzoru (59),

g) na“o»enie warunków brzegowych na ci–nienie p (podrozdzia“ 5.2.1),

h) wyznaczenie nowych warto–ci u oraz v z równania (52) przy u»yciu (62) oraz (63) do
wyliczenia warto–ci u0 i v0,

i) na“o»enie warunków brzegowych na prƒdko–ci u i v (podrozdzia“ 5.2.1),
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j) przesuniƒcie cz¡stek znaczonych (podrozdzia“ 5.3),

k) wyznaczenie nowej kon�guracji komórek dla nowego rozk“adu cz¡stek znaczonych (po-
wierzchniowe $ puste, pe“ne $ powierzchniowe),

l) na“o»enie warunków brzegowych na ci–nienie p, p� i prƒdko–ci u, u�, v i v� (podrozdzia“
5.2.1),

m) kontynuacja procesu iteracyjnego (skok do punktu d) tak d“ugo jak r�u > "s za ci–nienie
próbne przyjmuj¡c p� = p,

n) obliczenie �tmax, ze wzoru (69),

o) czy �t ‹ �tmax, je–li tak: �t = �t � 2, je–li nie: �t = �t=2,

p) t = t + �t, je–li t < tmax skok do d.

Przedstawiony algorytm SIMPLE, oprócz rozszerzenia o cz¡stki znaczone, ró»ni siƒ nie-
znacznie od przedstawionego w rozdziale 4.2.1. Potrzeba zmiany kon�guracji brzegu powierzch-
ni swobodnej (przesuniƒcie cz¡stek znaczonych i rekon�guracja komórek siatki obliczeniowej)
wymusi“a podwójn¡ iteracjƒ, gdzie pierwsza iteracja wyniku (skok z punktu m do d) wykonu-
je siƒ tak d“ugo, jak d“ugo nie jest spe“niony podstawowy warunek poprawno–ci rozwi¡zania
(zerowanie dywergencji pola prƒdko–ci). Po wykonaniu pierwszej pƒtli iteracyjnej, przechodzi-
my do procedur zwi¡zanych z cz¡stkami znaczonymi, a nastƒpnie je–li t < tmax, gdzie tmax
jest czasem zako«czenia oblicze«, ponownie skaczemy do punktu d, zaczynaj¡c nastƒpn¡ pƒtlƒ
doiterowuj¡c¡.

5.5 Walidacja kodu SIMPLE-MAC
W celu sprawdzenia poprawno–ci wyników otrzymywanych przez kod obliczeniowy oparty o
metodƒ SIMPLE oraz cz¡stki znaczone MAC, rozwi¡»emy czƒsto spotykany w literaturze pro-
blem przep“ywu cieczy swobodnej dla za“amania siƒ zapory ograniczaj¡cej ciecz (ang. broken-
dam problem). Przyk“ad ten wybrali–my ze wzglƒdu na dostƒpno–¢ danych do–wiadczalnych
[24] oraz dok“adnych i bardzo aktualnych wyników symulacji numerycznych [14, 25] dla tego
problemu.

Rozpatrzmy problem przedstawiony na rysunku 23. Ciecz znajduj¡ca siƒ w zbiorniku jest
ograniczona przez sztywn¡ –cianƒ (gruba linia). Przegroda jest zwolniona w chwili t = 0 i pod
wp“ywem grawitacji ciecz rozleje siƒ w ca“ej objƒto–ci uk“adu.

Ze wzglƒdu na do–wiadczalny charakter danych, do których porównywa¢ bƒdziemy wy-
niki, wygodnie jest wprowadzi¢ tu opis wymiarowy danych u»ytych do symulacji. Zgodnie z
[14, 24] kolejno za lepko–¢ dynamiczn¡, gƒsto–¢ i grawitacjƒ przyjmujemy: � = 1 � 10�3kg=m=s,
% = 1000kg=m3, gy = �9:8m=s2, co odpowiada liczbom kryterialnym Re = 1:000:000 oraz
(Fr)2 = 1

9:8 . Przyjƒli–my tu jednostkowe wymiary ca“ego uk“adu oraz prƒdko–¢ charaktery-
styczn¡ u1 = 1m=s. Z uwagi na bardzo du»¡ liczbƒ Reynoldsa i mo»liwe problemy z tym
zwi¡zane, do oblicze« cz“onu konwekcyjnego z równa« Naviera{Stokesa u»yli–my schematu
"pod pr¡d" (patrz rozdzia“ 3.4).

Pierwszym testem, jaki przeprowadzili–my, by“o sprawdzenie zgodno–ci geometrii powierzch-
ni swobodnej z kilku ró»nych kroków czasowych z wynikami przedstawionymi w pracy [14],
w której zwiƒkszon¡ dok“adno–¢ symulacji osi¡gniƒto przez zastosowanie dynamicznego dziele-
nia siatki obliczeniowej w trakcie przeprowadzania symulacji. Dodatkowo wyniki w [14] uzna¢
mo»na za dok“adne z uwagi na uwzglƒdnienie przep“ywu w powietrzu (o–rodek drugi, poza
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Ciecz


Proznia


x=0,y=0


x=1,y=1


x=0.25,y=0


x=0.25,y=0.5


a


h


Rysunek 23: Problem ang. broken-dam. W chwili pocz¡tkowej t = 0 –ciana utrzymuj¡ca ciecz
w zbiorniku zaznaczonym kolorem szarym zostaje zwolniona.

zbiornikiem z ciecz¡), gdzie równie» rozwi¡zywane s¡ równania Naviera{Stokesa. W naszym
przypadku, w celu uproszczenia zjawiska, ograniczamy siƒ do przypadku cieczy znajduj¡cej siƒ
w zbiorniku wype“nionym przez pró»niƒ. Za jednostkƒ czasu w przeprowadzonych obliczeniach,
za [14] przyjƒli–my T = t�gy=(2a), gdzie a jest szeroko–ci¡ pocz¡tkow¡ zbiornika cieczy (inaczej,
pozycja x zwalnianej zapory).

Na rysunkach 26 i 27 pokazane zosta“y kon�guracje powierzchni swobodnej z [14] (strona
prawa) w okre–lonych chwilach czasowych oraz kon�guracje cz¡stek znaczonych z symulacji
kodem SIMPLE-MAC (strona lewa) dla tych samych chwil czasu. Rozmiar siatki, jaki przyjƒ-
li–my do oblicze«, to 128 � 128. W przypadku symulacji metod¡ SIMPLE-MAC wizualizacja
jest bardzo prosta i wynikowe rysunki odzwierciedlaj¡ bezpo–rednio rozk“ad cz¡stek znaczo-
nych u»ytych w obliczeniach do reprezentacji cieczy. Na przedstawionych rysunkach wida¢
wyra„nie bardzo dobr¡ zgodno–¢ naszych wyników z wynikami z pracy [14]. Nieznaczne ró»-
nice, jakie da siƒ zauwa»y¢, mo»na zaniedba¢, a wynikaj¡ one prawdopodobnie z uproszcze«,
które przyjƒli–my (pró»nia jako o–rodek wype“niaj¡cy symulowany zbiornik cieczy).

Dodatkowo, w celu dok“adniejszego porównania otrzymanych wyników z danymi do–wiad-
czalnymi [24] i numerycznymi [14], przeprowadzili–my pomiar wysoko–ci cieczy w funkcji czasu
oraz maksymalnej pozycji frontu cieczy w kierunku osi x. Obie mierzone wielko–ci: wysoko–¢
oraz pozycja frontu cieczy w kierunku osi x zosta“y unormowane z wykorzystaniem pocz¡tkowej
szeroko–ci kolumny równej a. Wykresy obu wielko–ci zamieszczone zosta“y na dwu wykresach
na rysunku 24. Na wykresie po prawej stronie od“o»one zosta“y: unormowany czas na osi x,
pozycja frontu rozlewaj¡cej siƒ cieczy na osi y. Widzimy, »e wyniki numeryczne otrzymane me-
tod¡ SIMPLE-MAC odbiegaj¡ nieznacznie od danych eksperymentalnych, jednak osi¡gnƒli–my
wyniki zbli»one, a nawet lepsze od oblicze« numerycznych przedstawionych w [14]. Autorzy tej
pracy t“umacz¡ rozbie»no–¢ teorii z eksperymentem, jako wynik problemów jakie powsta“y w
eksperymencie w trakcie pomiaru frontu cieczy, opisanych w [24].

Wykres po stronie lewej, to porównanie wyników kodu SIMPLE-MAC z danymi ekspe-
rymentalnymi [24] dla przypadku pomiaru wysoko–ci cieczy od chwili T = 0. Otrzymana tu
zgodno–¢ z danymi eksperymentalnymi nie pozostawia w¡tpliwo–ci co do poprawno–ci kodu
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numerycznego.
Oprócz porównania wyników otrzymywanych w procesie symulacji, warto w tym miejscu

sprawdzi¢, jak wygl¡da rozk“ad dywergencji pola wektorowego prƒdko–ci dla kilku ró»nych
chwil czasu. Z za“o»enia wiemy, »e aby warunek zachowania masy by“ spe“niony - dywergencja
w ca“ej objƒto–ci cieczy musi znika¢. Na rysunkach 25 przedstawione zosta“y wykresy jr�uj dla
dwóch chwil czasu: T = 1:617 oraz T = 3:233. Otrzymany wynik wskazuje, »e skonstruowana
metoda numeryczna wykazujƒ bardzo dobr¡ zgodno–¢ z do–wiadczeniem, a skala odchylenia
od zera, warto–ci bezwzglƒdnej dywergencji pola prƒdko–ci w obrƒbie ca“ej siatki jest bardzo
ma“a (–rednio jr � uj = 10�6) i akceptowalna [48].
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Rysunek 24: Porównanie pomiarów bezwymiarowej wysoko–ci (strona lewa) i szeroko–ci (strona
prawa) frontu cieczy.

Rysunek 25: Wykresy bezwzglƒdnej warto–ci dywergencji pól prƒdko–ci jr � uj dla chwili T =
1:617 (lewa strona) oraz T = 3:233 (prawa strona).
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Rysunek 26: Wyniki symulacji problemu opuszczonej tamy dla metody SIMPLE-MAC (lewa
strona) oraz z pracy [14] (strona prawa) dla bezwymiarowych chwil czasu: a) T = 0, b) T =
1:617, c) T = 3:233.
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Rysunek 27: Wyniki symulacji problemu opuszczonej tamy dla metody SIMPLE-MAC (lewa
strona) oraz z pracy [14] (strona prawa) dla bezwymiarowych chwil czasu: a) T = 4:850, b)
T = 6:466, c) T = 8:029.
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6 Wyniki
W tym rozdziale przedstawione zostan¡ wyniki oblicze« przeprowadzonych przy pomocy kodów
obliczeniowych SIMPLE (bez powierzchni swobodnej) oraz SIMPLE-MAC (z powierzchni¡
swobodn¡) dla kilku wybranych problemów hydrodynamiki cieczy nie–ci–liwej.

6.1 Przep“yw przez zakrzywiony kana“
Pierwszym problemem, jaki zosta“ rozwi¡zany, jest przep“yw cieczy nie–ci–liwej o ró»nych licz-
bach Reynoldsa przez zakrzywiony, prostok¡tny kana“ (kolanko) [41]. Jest to dobry przyk“ad
pokazuj¡cy wp“yw liczby Reynoldsa na powstaj¡ce w cieczy wiry przy–cienne. Dla wyzna-
czenia liczb kryterialnych, za wielko–ci charakterystyczne przyjƒli–my odpowiednio: prƒdko–¢
wp“ywow¡ oraz –rednicƒ kana“u.

Re=15 Re=45

Re=65 Re=100

Rysunek 28: Przep“yw przez zakrzywiony kana“, dla ró»nych liczb Reynoldsa. Siatka oblicze-
niowa 40 � 40.
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Na rysunku 28 pokazane zosta“y kon�guracje ko«cowe przep“ywu stacjonarnego przez za-
krzywiony kana“. Za warunki brzegowe przyjƒli–my –ciany sztywne z po–lizgiem, a wp“yw cieczy
na pocz¡tku kana“u nastƒpuje ze sta“¡ prƒdko–ci¡ znormalizowan¡ u = 1. Otrzymane wyniki
pokazuj¡, »e w tego typu przep“ywie kluczow¡ rolƒ w powstawaniu wirów wewn¡trz przep“ywów
odgrywa liczba kryterialna Reynoldsa. Dla warto–ci Re=15 przep“yw jest ca“kowicie laminar-
ny, ciecz nie wykazuje »adnych odchyle« od ruchu wzd“u» –cianek ograniczaj¡cych. Jednak ju»
dla Re=45 wida¢ nieznaczne zawirowanie w prawym dolnym rogu na ugiƒciu kana“u. Efekt
ten wzmacnia siƒ wraz ze wzrostem liczby Re i dla Re>65 efekt ten jest ju» bardzo widoczny.
Dodatkowo dla Re=65 i Re=100 tworzy siƒ równie» dodatkowy wir przy wewnƒtrznym zakrzy-
wieniu kana“u, tu» za nim. Zjawiska towarzysz¡ce przep“ywowi w kolanku podtwierdzaj¡, »e
oderwanie linii pr¡du od –cian ograniczaj¡cych nastƒpuje nie tylko w przypadku op“ywu cia“
z zewn¡trz, lecz równie» w przypadku przep“ywu wewn¡trz zakrzywionych kana“ów [41].

6.2 Przep“yw przez pƒk rur
Nastƒpnym zagadnieniem, które postaramy siƒ rozwi¡za¢ przy pomocy stworzonego kodu ob-
liczeniowego, jest przep“yw cieczy w kanale z umiejscowionym, w obszarze przep“ywu, pƒkiem
rur. Istniej¡ce dane eksperymentalne [42, 43] dla tego zagadnienia pozwol¡ potwierdzi¢ dzia-
“anie kodu oraz odpowiedzie¢ na pytanie, jaki charakter ma przep“yw przez zestaw przeszkód
taki jak pƒk do–¢ ciasno upakowanych cylindrów. Drugim pytaniem jakie postawimy jest: czy
symulacja numeryczna mo»e da¢ w wyniku dane pe“niejsze ni» eksperyment?

�����&4

���%�����������������)
	�-�-.DA��I�H�+
�La) b)

Rysunek 29: Wektory prƒdko–ci dla przep“ywu cieczy przez kana“ z pƒkiem rur, obliczenia
(rysunek po lewej) dla Re=159 i siatki obliczeniowej 100 � 100. Porównanie z wynikiem z
eksperymentu [43] (rysunek po prawej).

Za [43] przyjmijmy nastƒpuj¡ce warto–ci charakteryzuj¡ce przep“yw: liczbƒ Re = 159, za
prƒdko–¢ charakterystyczn¡ u = 0:0146m=s (–rednia prƒdko–¢ w cieczy), a za rozmiar charak-
terystyczny –rednicƒ pojedynczej rury. Na rysunku 29 przedstawione zosta“y kon�guracje pól
wektorowych prƒdko–ci dla kodu numerycznego (rysunek po lewej stronie) oraz pochodz¡ce
wprost z eksperymentu (rysunek po stronie prawej) utworzone metod¡ DPIV [42, 43]. Linia na
rysunku po lewej stronie wskazuje kierunek i wzglƒdn¡ prƒdko–¢ lokaln¡ cieczy w punkcie za-
czepienia. Wida¢ wyra„nie, »e przep“ywaj¡ca przez pƒk rur ciecz tworzy swego rodzaju –cie»ki
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wysokich warto–ci prƒdko–ci tworz¡c miejsca "martwe" tu» za ka»d¡ z rur. Prƒdko–¢ w tych
miejscach jest bardzo ma“a, jak wida¢ to na rysunku 29, st¡d mo»na uzna¢, »e ciecz, która siƒ
tam znajdzie, ju» siƒ stamt¡d nie wydostanie. Zestawione wyniki do–wiadczalne potwierdzaj¡
bardzo dobrze poprawno–¢ dzia“ania kodu obliczeniowego, co równie» wida¢ porównuj¡c oba
wyniki na rysunku 29.

W celu dok“adniejszego okre–lenia pól prƒdko–ci w miejscach s“abo widocznych na rysunku
29 zastosowali–my wizualizacjƒ przy pomocy linii pr¡du. Dziƒki temu, »e wektory prƒdko–ci s¡
w ka»dym punkcie równolegle przystaj¡ce do linii pr¡du, mo»emy dok“adniej przeanalizowa¢
zjawiska wystƒpuj¡ce w miejscach ÿmartwych" w omawianych wynikach.

Rysunek 30: Przep“yw cieczy dla przez kana“ z pƒkiem rur, dla Re=159. Siatka obliczeniowa
100 � 100. Wizualizacja linii pr¡du.

Na rysunku 30 pokazana zosta“a wizualizacja tego zjawiska przy pomocy linii pr¡du. Widzi-
my, »e za powstawanie miejsc o ma“ych gradientach prƒdko–ci odpowiedzialne jest powstawanie
wirów przy tylnej czƒ–ci ka»dej z rur. Prƒdko–¢ w obszarze ka»dego z wirów jest bardzo ma-
“a i dlatego reprezentacja przy pomocy wektorów lokalnych pól prƒdko–ci nie zda“a w tym
przypadku rezultatu. W tym miejscu wida¢ równie», jak potƒ»nym narzƒdziem jest dzia“a-
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j¡cy poprawnie kod numeryczny, bez którego wyja–nienie zjawisk powstaj¡cych w miejscach
szczególnie interesuj¡cych by“oby eksperymentalnie do–¢ trudne.

6.3 �cie»ka wirowa von Karmana
Przep“yw cieczy przez kana“ z przeszkod¡ ustawion¡ na jej drodze w przypadku liczb Rey-
noldsa Re > 50 tworzy bardzo skomplikowane struktury wirowe. Przeprowadzili–my symulacjƒ
tego zjawiska przyjmuj¡c warunki zadane w literaturze [15]. Za przeszkodƒ przyjƒli–my walec,
a za d“ugo–¢ charakterystyczn¡ L przyjƒli–my jego –rednicƒ. Prƒdko–¢ charakterystyczna prze-
p“ywu to prƒdko–¢ wp“ywu cieczy (–cianka z lewej strony). Na –ciance wp“ywowej przyjƒli–my
paraboliczny rozk“ad prƒdko–ci poziomej, przyjmuj¡c prƒdko–¢ u = 1:5 w jej centrum.

Dla tak przyjƒtych warunków przep“ywu przeprowadzona zosta“a symulacja zjawiska prze-
p“ywu przez kana“ z przeszkod¡ dla liczby Re = 100. Z uwagi na niestacjonarny charak-
ter przep“ywu, zamiast wizualizacji przy pomocy linii pr¡du (ang. streamlines), do symulacji
wprowadzone zosta“y cz¡stki znaczone, –ledzone analogicznie jak w przypadku symulacji cie-
czy z powierzchni¡ swobodn¡. Odk“adaj¡c na ka»dym kroku czasowym nowe po“o»enia cz¡stek
uzyskujemy obrazy reprezentuj¡ce dynamikƒ cieczy w przep“ywie niestacjonarnym (ang. stre-
aklines).

T = 1:0 T = 4:0

T = 8:0 T = 12:0

T = 16:0 T = 20:0

Rysunek 31: �cie»ka wirowa Karmana dla ró»nych chwil czasu. Re = 100, siatka 160 � 40.

Na rysunku 31 pokazanych zosta“o piƒ¢ ró»nych kon�guracji cz¡stek znaczonych dla sze–ciu
ró»nych chwil czasu. W tym miejscu warto zaznaczy¢, »e brak cz¡stek znaczonych w obrƒbie
ca“ej przestrzeni symulowanego zjawiska nie oznacza wystƒpowania powierzchni swobodnej.
Równania przep“ywu s¡ rozwi¡zywane w ca“ej objƒto–ci, a cz¡stki znaczone s“u»¡ tu jedynie
do –ledzenia (reprezentowania) jej wybranej czƒ–ci. Najbardziej interesuj¡cym zjawiskiem, jakie
wystƒpuje w przeprowadzonej symulacji, jest powstawanie i odrywanie siƒ skomplikowanych
struktur wirowych za przeszkod¡ dla dalszych chwil czasowych. Na rysunkach 31 prze–ledzi¢
mo»na, jak struktury te tworz¡ siƒ dynamicznie w czasie.

Dodatkowo przeprowadzili–my szereg symulacji dla ró»nych liczb kryterialnych Re z zakresu
od 20 do 200, a wyniki przedstawione zosta“y na rysunkach 32. Wida¢ wyra„nie, »e odrywanie
siƒ struktur wirowych za przeszkod¡ zaczyna wystƒpowa¢ pomiƒdzy liczb¡ Re = 50, a Re =
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Re = 20

Re = 50

Re = 75

Re = 120

Rysunek 32: �cie»ka wirowa Karmana dla ró»nych liczb Reynoldsa. T = 20, siatka 160 � 40.

75. Dla ma“ych liczb, np. Re = 20 na rysunku, otrzymujemy nawet przep“yw stacjonarny.
Podkre–li¢ nale»y, »e otrzymane wyniki zgadzaj¡ siƒ doskonale z wynikami innych oblicze«
numerycznych oraz danymi eksperymentalnymi [13, 15].

Dla przypadków –cie»ki wirowej oraz przep“ywu przez pƒk rur, w dodatku A przedstawiona
zosta“a równie» wizualizacja kolorowa, gdzie odpowiednie sk“adowe kolorów odpowiadaj¡ prƒd-
ko–ci cieczy. Natƒ»enie sk“adowej czerwonej koloru odpowiada wielko–ci bezwzglƒdnej wektora
pola prƒdko–ci w kierunku x, odpowiednio sk“adowa zielona odnosi siƒ do prƒdko–ci w kierunku
osi y.
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6.4 Kropla cieczy
Jednym z g“ównych celów niniejszej pracy jest symulacja zjawiska kropli spadaj¡cej na p“ask¡
powierzchniƒ oraz do p“ytkiego i g“ƒbokiego zbiornika. W roku 1967, w dwa lata po wprowa-
dzeniu metody cz¡stek znaczonych [21, 48], Harlow i Shannon z laboratoriów w Los Alamos
opublikowali wyniki dzia“ania klasycznej metody cz¡stek znaczonych w zastosowaniu do zja-
wiska kropli spadaj¡cej do p“ytkiego i g“ƒbokiego zbiornika [19, 20].

Po zaimplementowaniu dok“adnej kopii kodu obliczeniowego opartego o klasyczn¡ metodƒ
cz¡stek znaczonych [21, 48] okaza“o siƒ, »e symulacja dla zadanych w [21] warunków nie daje
dobrych rezultatów i w »aden sposób nie mo»na powtórzy¢ przeprowadzonych bada«. Nieste-
ty, do–¢ stare ju» prace [19, 20] nie zawieraj¡ wielu informacji, potrzebnych do powtórzenia
pokazanych w nich wyników. Brak informacji o charakterystycznych rozmiarach przyjƒtych
w przygotowaniu symulacji numerycznej przy zaniedbaniu lepko–ci praktycznie uniemo»liwia
sprawne i dok“adne powtórzenie tych wyników, co pozwoli“oby w konsekwencji dok“adniej prze-
analizowa¢ obserwowane zjawiska. Jedn¡ z cech otrzymywanych wyników symulacji metod¡
cz¡stek znaczonych dla za“o»e« przyjƒtych w [20, 19] by“o, »e praktycznie niemo»liwe okaza“o
siƒ zaobserwowanie jakichkolwiek zjawisk dla cieczy z powierzchni¡ swobodn¡ dla wiƒcej ni»
kilku pocz¡tkowych chwil czasu. Ze wzglƒdu na jedno z najwa»niejszych za“o»e« - pominiƒcia
cz“onu lepko–ciowego w równaniach Naviera{Stokesa - metoda MAC okaza“a siƒ bezwarunkowo
niestabilna, bez wzglƒdu na przyjƒty krok czasowy, czy rozmiar siatki obliczeniowej.

Z korespondencji z jednym z autorów tych prac [18], dowiedzieli–my siƒ, »e faktycznie kla-
syczna metoda MAC nie mia“a prawa dzia“a¢ dla sytuacji opisanych w [19, 20]. Okaza“o siƒ,
»e autorzy tych prac u»yli w rozwi¡zaniu problemów o lepko–ci równej zero schematów sta-
bilizuj¡cych cz“ony konwekcyjne w równaniach Naviera{Stokesa. Schematem, którego u»yli,
by“a metoda Upwind pierwszego rzƒdu [18] (patrz rozdzia“ 3.4). Na uwagƒ zas“uguje fakt,
»e w wymienionych pracach nie ma »adnych informacji na ten temat, co praktycznie unie-
mo»liwia“o otrzymanie podobnych wyników. Do stabilizacji cz“onów konwekcyjnych u»yjemy
hybrydy metod Upwind pierwszego rzƒdu [18] z metod¡ centraln¡ poprzez wagowe wspó“czyn-
niki, przyjmuj¡c w symulacjach wagƒ 0:2 dla metody centralnej oraz 0:8 dla metody Upwind.
Pozwoli to na wyeliminowanie przynajmniej czƒ–ci dyfuzji numerycznej wprowadzanej przez
prosty schemat pierwszego rzƒdu, bez czego otrzymywane rezultaty nie wykazywa“y »adnych
interesuj¡cych cech.

Niestety nie uda“o siƒ uzyska¢ informacji na temat rozmiarów i przyjƒtych wielko–ci sia-
tek obliczeniowych, st¡d utrudnione bƒdzie otrzymanie rezultatów dok“adnie odpowiadaj¡cych
literaturowym.

W dalszej czƒ–ci pracy w –lad za [19, 20] przyjmiemy, »e ciecz posiada zerow¡ lepko–¢ (� = 0)
i nie wystƒpuje napiƒcie powierzchniowe. Dotychczas nie uda“o siƒ (lub nie s¡ nam znane)
symulacje numeryczne, dla takich za“o»e«, potwierdzaj¡ce wyniki z 1967 roku otrzymane w
Los Alamos. Ich potwierdzenie jest o tyle wa»ne, »e zaniedbuj¡c dwie bardzo wa»ne cechy cieczy
nie–ci–liwej (lepko–¢ i napiƒcie powierzchniowe) uda“o siƒ uzyska¢ wyniki, które wskazuj¡, »e
szereg interesuj¡cych zjawisk wystƒpuje bez nich.

6.5 Kropla spadaj¡ca na p“ask¡ powierzchniƒ
Analizƒ efektów �zycznych zwi¡zanych z kropl¡ cieczy rozpoczniemy od przypadku kropli
spadaj¡cej na p“ask¡ powierzchniƒ. Rozpatrzmy kroplƒ cieczy o promieniu R = 10, znajduj¡c¡
siƒ w pró»ni. Za prƒdko–¢ kropli tu» przy powierzchni przyjmiemy v = �1:0. Na rysunku
33 pokazanych zosta“o kilka kolejnych chwil czasowych symulacji przeprowadzonej dla tak
zadanych warunków. Wida¢ wyra„nie charakterystyczne sp“aszczenie siƒ kropli przy uderzeniu
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oraz rozbryzg cieczy w kierunku równoleg“ym do powierzchni.

T=0

T=6

T=10

T=14

T=18

Rysunek 33: Symulacja kropli spadaj¡cej na p“ask¡ powierzchniƒ dla prƒdko–ci pocz¡tkowej
v = �1:0 w momencie uderzenia.

Na rysunku 34 porównujemy maksymaln¡ wysoko–¢ kropli w trakcie przebiegu symulacji
z dostƒpnymu danymi. Osi¡gniƒta zgodno–¢ z eksperymentem [49] oraz symulacj¡ przeprowa-
dzon¡ w Los Alamos [20] jest bardzo dobra.

6.6 Kropla wpadaj¡ca do g“ƒbokiego zbiornika
Kropli wpadaj¡cej do g“ƒbokiego zbiornika towarzyszy szereg bardzo interesuj¡cych zjawisk
�zycznych. Rozpatrzmy kroplƒ o promieniu R = 10, uderzaj¡c¡ w powierzchniƒ cieczy o g“ƒ-
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Rysunek 34: Porównanie pomiaru maksymalnej wysoko–ci kropli w trakcie uderzenia o p“ask¡
powierzchniƒ z eksperymentem [49] oraz wynikami z [20].

boko–ci h = 4 � R spadaj¡c z ró»nych wysoko–ci. Dla ró»nych prƒdko–ci kropli przy samej
powierzchni cieczy (co jest równoznaczne z ró»nymi wysoko–ciami pocz¡tkowymi spadaj¡cej
kropli) obserwujemy odmienne zachowanie siƒ powierzchni swobodnej. Do oblicze« przyjmiemy
siatkƒ o rozdzielczo–ci 80 � 80.

Na rysunku 35 przedstawione zosta“y wyniki dla kropli z prƒdko–ci¡ pocz¡tkow¡ v = �1:0
dla zerowej lepko–ci oraz grawitacji gy = �1:0. Proces wpadania kropli do zbiornika podzieli¢
mo»na na kilka etapów: (I) rozpƒdzenie siƒ kropli przy spadku swobodnym, (II) formowanie
siƒ zag“ƒbienia na powierzchni w miejscu uderzenia, (III) po osi¡gniƒciu minimum, powrót
powierzchni swobodnej w kierunku ku górze, (IV) formowanie siƒ pionowej kolumny cieczy,
(V) oderwanie siƒ kropli na szczycie kolumny, (VI) obni»anie kolumny i oscylacje powierzchni
swobodnej. W zasadzie etapy I i VI nie s¡ interesuj¡ce z pounktu widzenia omawianego zjawi-
ska. Na przedstawionym rysunku wida¢ ewolucjƒ czasow¡ kon�guracji powierzchni swobodnej
cieczy (oraz jej czƒ–ci wewnƒtrznej w zbiorniku) reprezentowanej przez cz¡stki znaczone, gdzie
piksel rysunku reprezentuje pojedyncz¡ cz¡stkƒ. Otrzymany wynik zgadza siƒ do–¢ dobrze ze
znanym z literatury [19]. Dla prƒdko–ci v = �1:0 nie nast¡pi“o oderwanie kropli w ko«cowej
fazie symulacji, a opieraj¡c siƒ na [19, 20] efekt ten zale»y m.in. od prƒdko–ci wlotu kropli do
zbiornika. Na rysunku 36 przedstawione zosta“o porównanie wyników otrzymanych dla dwóch
ró»nych wysoko–ci pocz¡tkowych kropli dla których prƒdko–ci przy powierzchni cieczy w zbior-
niku wynosi“y odpowiednio v = �2 oraz v = �6.

W przypadku porównania pokazanego na rysunku 36 wida¢, »e dynamika zjawisk w obu
przypadkach ró»ni siƒ, ale nieznacznie. Na pewno nie da siƒ zauwa»y¢ tak du»ych ró»nic, jak
przedstawione przez Harlowa z Los Alamos. Ró»nice te by“yby o wiele mniejsze w przypadku
ca“kowitej stabilizacji cz“onu konwekcyjnego metod¡ Upwind pierwszego rzƒdu, st¡d potrzeba
wprowadzenia mody�kacji polegaj¡cych na wagowym uwzglƒdnieniu rozwi¡zania przy pomocy
schematu centralnego (patrz wstƒp).

Na rysunku 38 przedstawione zosta“y wysoko–ci szczytu kropli nad powierzchni¡ swobodn¡
(pozioma, kreskowana linia), w czasie trwania zjawiska jej wpadania do zbiornika, dla ró»nych
prƒdko–ci pocz¡tkowych kropli. Wida¢ wyra„nie, »e zwiƒkszanie prƒdko–ci pocz¡tkowej kro-
pli powoduje obni»enie minimalnej wysoko–ci powierzchni swobodnej, co z powodu wiƒkszych
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T=0 T = 4.5

T=9 T = 13.5

T=18 T = 22.5

Rysunek 35: Symulacja kropli wpadaj¡cej do g“ƒbokiego zbiornika dla prƒdko–ci v = �1:0
kropli w momencie uderzenia.

ci–nie« na dnie zbiornika prowadzi do utworzenia wy»szej kolumny cieczy w fazie IV symu-
lacji. Na rysunku 37 pokazany zosta“ wykres ci–nienia na dnie zbiornika (pod kropl¡, przy
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T=4.5

T=9

T=13.5

T=18

Rysunek 36: Symulacja dla prƒdko–ci v = �2:0 (po lewej) oraz v = �6 (po prawej)

–ciance dolnej) pokazuj¡cy widoczn¡ korelacjƒ miƒdzy ci–nieniem w zbiorniku, a zjawiskami
zachodz¡cymi na powierzchni cieczy swobodnej.

Patrz¡c na przypadek prƒdko–ci v = �6, wida¢, »e pocz¡tkowy wzrost ci–nienia zwi¡zany z
uderzeniem i wstƒpnym oddaniem energii kinetycznej przez kroplƒ osi¡ga maksimum w okolicy
czasu T = 2. Nastƒpnie w miarƒ obni»ania siƒ powierzchni cieczy w punkcie uderzenia kropli
(rysunek 38) ci–nienie maleje, co wyt“umaczy¢ mo»na wypychaniem cieczy na boki (wzrost
wysoko–ci powierzchni swobodnej przy –ciankach naczynia, patrz rysunek 35). Nastƒpnie dla
T = 9 wida¢, »e wysoko–¢ cieczy w punkcie wlotu kropli (rysunek 38) oraz ci–nienie na dnie
naczynia osi¡ga minimum po którym nastƒpuje szybki wzrost obu warto–ci. W okolicy punktu
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Rysunek 37: Ci–nienie na dnie zbiornika, pod kropl¡ dla dwóch ró»nych prƒdko–ci pocz¡tkowych
kropli.
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Rysunek 38: Wysoko–¢ szczytu kropli nad powierzchni¡ swobodn¡ dla sze–ciu prƒdko–ci po-
cz¡tkowych.

T = 13 nastƒpuje najbardziej interesuj¡ca czƒ–¢ zachowania siƒ ci–nienia: przy stale wzra-
staj¡cej wysoko–ci kropli nad powierzchni¡ swobodn¡, ci–nienie zaczyna male¢, co t“umaczy
powstanie pionowej kolumny cieczy (rysunek 35). Na pokazanym wykresie wida¢ oscylacyjne
zachowanie siƒ warto–ci ci–nienia dla prƒdko–ci v = �6, które by¢ mo»e s¡ jednym z powo-
dów tego, i» w przeprowadzonej symulacji nie nastƒpuje faza V zjawiska - oderwanie kropli na
szczycie kolumny powstaj¡cej w fazie IV.

Niestety u»ycie prƒdko–ci wlotowych kropli v > 6 powoduje kompletn¡ zmianƒ obserwo-
wanego zjawiska ze wzglƒdu na zbyt szybkie i dynamiczne wyrzucenie cieczy w kierunkach
poziomych po fazie I.

Otrzymane wy»ej rozwi¡zania s¡ symetryczne, co potwierdza »e kod numeryczny nie wpro-
wadza niedok“adno–ci (zwi¡zanych z kierunkiem oblicze« przyjƒtych w procedurach iteracyj-
nych na ci–nienie oraz w procedurach licz¡cych pola prƒdko–ci) do rozwi¡zania. Symetriƒ tƒ
uzyskali–my po wnikliwej i dok“adnej analizie ka»dego z elementów kodu obliczeniowego, gdy»
pocz¡tkowo otrzymywane rezultaty nie wykazywa“y tej cechy. Szczególnie wa»na, ze wzglƒ-
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du na symetriƒ rozwi¡zania okaza“a siƒ pƒtla iteracyjna na ci–nienie, gdzie –ci–le okre–lony
kierunek przej–cia siatki przy cyklicznym wyliczaniu pola ci–nienia metod¡ sukcesywnej nad-
relaksacji wprowadza sztuczne gradienty ci–nienia w danym kierunku. Ze wzglƒdu na tƒ cechƒ
wprowadzili–my do istniej¡cego kodu mody�kacjƒ polegaj¡c¡ na naprzemiennym przej–ciu siat-
ki obliczeniowej: dla kroków parzystych ze strony lewej w górƒ, dla kroków nieparzystych - ze
strony prawej w dó“.
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7 Wnioski
G“ówny cel niniejszej pracy magisterskiej, czyli stworzenie od podstaw kompletnego kodu do
symulacji szerokiego zakresu zjawisk zachodz¡cych w cieczach nie–ci–liwych, zosta“ zrealizo-
wany. Wyniki standardowych testowych przypadków przep“ywu przez zamkniƒty kana“ (ang.
Couette Flow) [3, 33] oraz jaskiniƒ (ang. Lid-Driven Cavity Flow) [6, 34, 50] pokaza“y, »e kod
numeryczny doskonale rozwi¡zuje przypadki przep“ywów w obszarach zamkniƒtych (obszar sy-
mulacji w ca“o–ci wype“niony ciecz¡, bez powierzchni swobodnej). Dla przypadku cieczy znaj-
duj¡cej siƒ w zbiorniku z pró»ni¡ (problem ruchomych warunków brzegowych na powierzchni
swobodnej) przeprowadzony zosta“ test zerwanej tamy (ang. Broken Dam Problem) [14, 24].
Otrzymane wyniki porównali–my do prac opieraj¡cych siƒ o inne metody rozwi¡zania oraz do
danych eksperymentalnych. Uzyskana zosta“a bardzo dobra zgodno–¢ z obliczeniami [14] oraz
z danymi do–wiadczalnymi [24].

Po przeprowadzeniu testów walidacyjnych, potwierdzaj¡cych prawid“owe dzia“anie kodu
numerycznego, rozwi¡zanych zosta“o kilka problemów przep“ywu cieczy w kana“ach zamkniƒ-
tych oraz otwartych. Oprócz rozwi¡zania dwóch klasycznych problemów: przep“ywu przez za-
krzywione kolano i powstawania wirów przy –cianach, oraz –cie»ki wirowe von Karmana, pod-
jƒli–my próbƒ dok“adnej wizualizacji przep“ywu przez pƒk rur zawieszonych w poruszaj¡cej siƒ
cieczy. Otrzymane wyniki pozwoli“y dok“adnie przeanalizowa¢ to zjawisko. Porównanie wyni-
ków do danych do–wiadczalnych [46, 43], da“o z jednej strony na kolejny dowód poprawnego
dzia“ania kodu, z drugiej za– - na dok“adniejszy obraz zachowania cieczy w miejscach trudno
pokazanych przez eksperyment (obszar wirowy tu» za pojedyncz¡ rur¡).

W przypadku powierzchni swobodnej, zagadnieniem jakie chcieli–my rozwi¡za¢, by“a sfe-
ryczna kropla cieczy spadaj¡ca na p“ask¡ powierzchniƒ oraz do g“ƒbokiego zbiornika. Dla przy-
padku pierwszego, otrzymane wyniki porównane zosta“y z eksperymentem [19]. Towarzyszy
temu zjawisku szereg interesuj¡cych, z punktu widzenia �zyki, efektów: formowanie siƒ za-
g“ƒbienia w cieczy w chwili uderzenia kropli o powierzchniƒ, powstawanie korony wokó“ tego
zag“ƒbienia, formowanie siƒ pionowej kolumny cieczy (ang. Worthington Jet) oraz oderwanie
kropli w ko«cowej fazie symulacji. W przypadku p“askiej powierzchni otrzymane wyniki po-
równali–my do dostƒpnych danych do–wiadczalnych [49] i innych oblicze« numerycznych [20]
otrzymuj¡c bardzo dobr¡ zgodno–¢. Równie» w przypadku kropli wpadaj¡cej do g“ƒbokiego
zbiornika, wiele efektów towarzysz¡cych wyst¡pi“o, jak oczekiwali–my. Nie uda“o siƒ jednak
uzyska¢ ostatniej fazy w symulacji kropli wpadaj¡cej do g“ƒbokiego zbiornika - oderwania
kropli od pionowej kolumny ang. Worthington Jet.

Próba wyt“umaczenia powodu braku efektu oderwania kropli w ko«cowej fazie symulacji
przeprowadzonej w poprzednim rozdziale prowadzi do szeregu wniosków i pokazuje mo»liwe
kierunki rozwoju kodu obliczeniowego w celu uzyskania tego efektu. Pierwszym krokiem po-
prawy dzia“ania kodu powinna by¢ dok“adna analiza wp“ywu wybranego schematu stabilizacji
cz“onu konwekcyjnego na otrzymywane wyniki. Zastosowanie schematu Upwind pierwszego
rzƒdu wprowadza bardzo znaczn¡ dyfuzjƒ numeryczn¡ do otrzymywanych rozwi¡za« (nota-
bene dziƒki temu mo»liwe by“o przeprowadzenie symulacji dla � = 0), co wyg“adza znacznie
otrzymywane rezultaty powoduj¡c, »e pomimo braku lepko–ci ciecz zachowuje siƒ, jak gdyby
posiada“a do–¢ znaczn¡ lepko–¢. Zupe“nie nie zgadza siƒ to z wynikami z literatury, co wska-
zuje, »e warto by“oby stabilizowa¢ cz“ony konwekcyjne metodami wy»szych rzƒdów SMART,
VONOS, UTOPIA itd. [10, 47].

Do–¢ zastanawiaj¡cym jest równie» za“o»enie przez Harlowa i Shannona kompletnego bra-
ku napiƒcia powierzchniowego w cieczy [19, 20]. Z jednej strony do–¢ du»a skala opisywanych
zjawisk sugeruje, »e napiƒcie powierzchniowe nie odegra znacznej roli, z drugiej za– niewielkie
rozmiary kolumn cieczy w ko«cowych stadiach symulacji sugerowa¢ mog¡, »e napiƒcie po-
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wierzchniowe poprawi wynik. Poprzez tendencjƒ do zmniejszania objƒto–ci zajmowanej przez
ciecz, obserwowane w kolumnie cieczy przewƒ»enia mog¡ przez napiƒcie powierzchniowe zosta¢
oderwane.

Nastƒpnym krokiem by“aby próba przepisania kodu obliczeniowego tak, by dzia“a“ i roz-
wi¡zywa“ dwuwymiarowe zagadnienie we wspó“rzƒdnych cylindrycznych. Nie jest jasne, czy
redukcja wymiaru w przypadku nieliniowych równa« Naviera{Stokesa nie wprowadza do roz-
wi¡zania zbyt znacznych uproszcze«. Ostatnie wyniki literaturowe [35] symulacji kropli cieczy
przeprowadzonej w przypadku trójwymiarowym równie» nie wykazuj¡ jednak efektu oderwa-
nia. Postawi¢ mo»na wiƒc pytanie, czy redukcja wymiaru w przypadku silnie nieliniowych,
trójwymiarowych równa« ró»niczkowych, nie spowoduje ró»nic w rozwi¡zaniach przy opisie w
ró»nych uk“adach odniesienia?
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A Dodatek: Wizualizacje zjawisk przep“ywu
Aby podkre–li¢ walory estetyczne uzyskanych wyników, w niniejszym dodatku zamieszczone
zosta“y kolorowe wizualizacje dwóch zjawisk przep“ywu omawianych w rozdziale 7.

Rysunek 39: Przep“yw przez pƒk gƒsto upakowanych rur dla Re = 50, siatka ró»nicowa o
rozdzielczo–ci 80 � 80.
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Rysunek 40: �cie»ka wirowa von Karmana dla T = 20 oraz Re = 220 na siatce o rozdzielczo–ci
200 � 70.
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