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Sticky Note
I just found this thesis on my hard disk. It was never put online before. Please note although I put a lot of attention to code validation with experiment & other papers it is MSc only and I think using SIMPLE-like method for transient flow was not the best choice. Enjoy!
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Właśnie odnalazłem to na swoim dysku twardym, nigdy nie umieszczałem wcześniej online więc naprawiam swój błąd. Mimo że w tej pracy położyłem duży nacisk na walidację kodu przy pomocy danych z innych prac (eskepryment i teoria) to dziś myślę, że użycie schematu bazującego na SIMPLE do symulacji zjawisk zaleznych od czasu nie było najlepszym pomysłem. Tak czy siak, miłej lektury.


Woda bywa czasem gwa“towna, a czasem
silna, czasem kwa-na, a czasem gorzka,
czasem s“odka, a czasem rzadka lub gfsta,
czasem przynosi cierpienie lub zarazf, czasem
daje zdrowie, czasem jest trujjca. Przechodzi
tak liczne i r »ne zmiany, jak r »ne sj
miejsca, przez kt re przep“ywa. Tak jak lustro
zmienia kolor wraz z tym, co sif w nim odbija,
tak woda zmienia sif wraz z charakterem
otoczenia, staje sif g“o-na, niszczjca,
spokojna, siarczana, s“ona, wcielona, smutna,
w-ciek“a, z“a, czerwona, » “ta, zielona, czarna,
niebieska, t“usta, gfsta lub rzadka. Czasami
powoduje powar, czasami go gasi, bywa gorjca
lub zimna, zabiera lub przynosi, niszczy lub
buduje, przyspiesza lub jest sta“a; wyznacza
czas »ycia i -mierci, wzrostu lub zaniku,
czasami »ywi, a kiedy indziej wrfcz przeciwnie;
czasem ma posmak, a czasem jest bez smaku,
czasami zatapia wioski wielkj powodzij. Wraz
Z up“ywem czasu i wody wszystko sif zmienia.

Leonardo da Vinci
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1 Wstfp

Gwa“towny rozw j komputeryzacji we wczesnych latach 50’ i pojawienie sif szybkich super-
komputer w w du»ych o-rodkach naukowych na -wiecie, umo»liwi“o rozpoczfcie prac nad me-
todami symulacji skomplikowanych zjawisk zycznych [17]. Jednj z rozwijajjcych sif do dzi-
dziedzin symulacji sj komputerowe badania nad dynamik;j cieczy, ang. Computational Fluid
Dynamics (CFD), kt re majj ogromne znaczenie praktyczne w przemy-le oraz innych dzie-
dzinach nauki. Z najciekawszych zastosowa« CFD wymieni¢ mo»na m.in. komputerowe tunele
aerodynamiczne i badania opor w powstajjcych przy op“ywie cia“ o r »nych kszta“tach (prze-
mys“ motoryzacyjny, badania nad sportem), czy modelowanie zjawisk mieszania i ltrowania
cieczy w trakcie przep“ywu [5]. R wnie» wymiana ciep“a i zjawiska takie jak ch“odzenie (ele-
menty mechaniczne, mikrokomputery) czfsto stajj sif celem bada«. Symulacje komputerowe
cieczy nie sj jednak wykorzystywane jedynie w przemy-le, znajdujj bowiem swoje miejsce w
wielu innych dziedzinach nauki. W medycynie, bada sif np. przep“yw krwi przez naczynia
krwiono-ne [36]. W ochronie -rodowiska problemy emisji i rozprzestrzeniania zanieczyszcze«
analizowane sj r wnie» z pomocj narzfdzi komputerowego badania przep“yw w [7]. Do-¢ nowj
i obiecujjcj dziedzinj wiedzy silnie zwijzanj z CFD sj badania nad -rodowiskiem wodnym i
panujjcym w nim »yciem [26, 29].

Nie bez znaczenia sj r wnie» walory estetyczne zjawisk towarzyszijcych dynamice cieczy
[9]. Burzliwy rozw j gra ki komputerowej w ostatnich latach spowodowa® zapotrzebowanie
przemys“u Imowego i gier komputerowych na coraz bardziej wyra nowane efekty specjalne.
Jednj z najtrudniejszych aspekt w komputerowej animacji jest realistyczne odtworzenie ruchu
cieczy z uwzglfdnieniem jej zycznych w“a-ciwo-ci. Pionierskie prace w tym obszarze wykonali
Foster i Metaxas w 1996 roku [12]. Mo»emy nie zdawa¢ sobie z tego sprawy, jednak ogljdajijc

Imy animowane z ostatnich lat, opr cz dobrego kina, przygljdamy sif r wnie» rozwijzaniom
z“o»onych r wna« matematycznych [11].

Konsekwencjj skomplikowanych zjawisk towarzyszjcych dynamice przep“yw w jest z“o»ony
opis matematyczny sformu“owany w postaci nieliniowych r wna« r »niczkowych czjstkowych.
Og Ine rozwijzanie r wna« przep“ywu mo»liwe jest jedynie poprzez ich numeryczne przybli-
»enie z u»yciem odpowiednich schemat w numerycznych. Du»a ilo-¢ praktycznych zastosowa
metod symulacji CFD spowodowa“y powstanie komercyjnych pakiet w obliczeniowych (Fluent,
ICEM CFD, Flow3d itp.). Opr cz zastosowa« czysto praktycznych istniejj r wnie» przes“anki
naukowe do konstrukcji nowych kod w. Nie istnieje bowiem rozwijzanie idealne, a wybrane
metody ca“kowania i w konsekwencji schemat numeryczny rozwijzania ograniczony jest do
okre-lonego zakresu zjawisk zycznych. W przypadku gotowego oprogramowania, nie jeste-my
w stanie pozna¢ bli»szych szczeg “ w budowy i jego dzia“ania, a to niekiedy wp“ywa na ograni-
czone moxliwo-ci analizy otrzymywanych rezultat w. Z tego wzglfdu w celu dok“adnej analizy
badanych zjawisk, po dok“adnym okre-leniu warunk w w jakich one przebiegajj, wygodniej
jest stworzy¢ kod numeryczny od poczjtku, sprawdzajjc na ka»dym etapie prac zgodno-¢ jego
dzia“ania z danymi do-wiadczalnymi.

W niniejszej pracy g“ wny nacisk po“o»ony zostanie na stworzenie kodu obliczeniowego
pozwalajjcego na symulacjf zjawisk zachodzjcych w cieczach nie-ci-liwych. Om wienie kon-
strukcji kodu numerycznego zaczniemy od wprowadzenia w rozdziale 2 podstaw matematycz-
nych, r wna« przep“ywu Naviera{Stokesa. Nastfpnie w rozdziale 3, po wprowadzeniu pojfcia
siatki r »nicowej, zajmiemy sif budowj schemat w r »nicowych potrzebnych do dyskretyzacji
r wnag, analizujjc i testujjc poszczeg Ine przyblisenia. To pozwoli nam w rozdziale 4 zajj¢
sif szczeg “ami procedur numerycznych dla cieczy w obszarach zamkniftych (bez powierzchni
swobodnej). Przeprowadzone zostanj te» testy walidacyjne uzyskanego kodu, gdy» poprawno-¢
jego dzia“ania na tym etapie bfdzie mia“a kluczowe znaczenie dla dalszego rozwijania. W roz-
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1 WST P

dziale 5, kod numeryczny rozszerzony zostanie o bezmasowe czjstki znaczone, kt re pozwolj
na -ledzenie ruchomych warunk w brzegowych na powierzchni swobodnej cieczy. Po ich wy-
prowadzeniu, przeprowadzone zostanj kolejne testy poprawno-ci dzia“ania kodu, a otrzymane
wyniki sprawdzone zostanj z teorij i do-wiadczeniem. Tak uzyskany kod obliczeniowy, kt ry
roboczo nazwiemy metodj SIMPLE-MAC, pozwoli nam nastfpnie na przeprowadzenie kilku
warnych, z punktu widzenia hydrodynamiki, symulacji. Zajmiemy sif zjawiskami zachodzjcych
w cieczach nie-ci-liwych w kana“ach zamkniftych oraz otwartych (ciecz z powierzchnij swo-
bodnj). Wprowadzenie do rozwijzywanych zagadnie« oraz wyniki ich symulacji przedstawione
zostanj w rozdziale 6. Analizf, wnioski oraz kierunki rozwoju kodu obliczeniowego SIMPLE-
MAC omawiamy w 7. W dodatku A zamieszczone zostanj rezultaty symulacji po zastosowaniu
kolorowej wizualizaciji.

Fotogra a kropli na stronie tytu“owej umieszczona zosta“a dzifki uprzejmo-ci jej autora,
prof. Andrew Davidhazy’ego z Rochester Institute of Technology. Sentencja Leonarda da Vinci
w cytowanej formie pochodzi ze strony internetowej:

http://www.water.eat-online.net/polski/arts/leonardo_water.htm.

Za cierpliwo-¢ i wsparcie dzifkujf »onie, Klaudii. Przy kolejnych etapach powstawania pracy
swojj pomoc zaoferowali m.in.: dr Tomasz Bednarz, Katarzyna Boro«ska, Piotr Boro«ski, prof.
Xing Cai, Francis F. Harlow, Jakub Kominiarczuk, prof. Henryk Kudela, prof. Sean McKee,
dr Witold Suchecki, Szymon Tengler oraz opiekun tej pracy dr Janusz Szwabi«ski. Osobom
tym chcia“bym w tym miejscu serdecznie podzifkowat.

Do sk“adu pracy wykorzystane zosta“o oprogramowanie og Inodostfpne (IATeX, dystry-
bucja MikTex), pracujjce pod systemem operacyjnym W indows. Kody numeryczne pisane
by“y w -rodowisku Visual C + + 6:0, a obrazki do pracy powsta“y w programie V isio 2000.
Za wykupienie i udostfpnienie licencji na u»ycie wymienionego oprogramowania chcia“bym
podzifkowa¢ w*adzom Uniwersytetu Wroc“awskiego.



2 R WNANIA NAVIERA{STOKESA

2 R wnania Naviera{Stokesa

Jednym z najczf-ciej stosowanych modeli matematycznych w hydrodynamice sj r wnania
Naviera{Stokesa. Mo»na je wyprowadzi¢ z fundamentalnych praw zachowania (masy i energii)
oraz drugiej zasady dynamiki Newtona [3, 40]. W tym rozdziale przedstawiony zostanie szkic
wyprowadzenia r wna« Naviera{Stokesa dla cieczy nie-ci-liwej.

2.1 R wnanie cijg“o-ci

Pierwszym z r wna«, kt re om wimy, bfdzie r wnanie cijg“o-ci w sformu“owaniu hydrody-
namicznym. Wprowad, my do rozwara« zlokalizowanj gfsto-¢ cieczy %(r;t) zak"adajjc jej
zmienno-¢ wzglfdem czasu i przestrzeni. Z warunku zachowania masy w uk“adzie zamknif-
tym zapiszemy relacjf pomifdzy szybko-cij zmian masy w objfto-ci V, a strumieniem masy
przechodzjcym przez powierzchnif S ograniczajijcj tf objfto-¢:

777 Y74

— d = f :

at vd O %udS 1)
\% S

Korzystajjc z twierdzenia Gaussa,

z 777
O (%u)ds = r (%u)d ; (2)
S Y

z r wnania (1) otrzymujemy r wnanie r »niczkowe wyra»ajjce warunek zachowania masy w
uk“adzie zamkniftym?:

0
% +r (%u)=0: )
W og Inym przypadku r wnanie (3) jest r wnaniem cijg“o-ci cieczy 0 zmiennej gfsto-ci. Jednak
w zakresie zjawisk omawianych w niniejszej pracy (ciecz nie-ci-liwa), naturalnym za“o»eniem,
kt re przyjmiemy, jest za“o»enie sta“ej gfsto-ci p“ynu (% = %, = const) w ca“ej objfto-ci. W
takim uk“adzie r wnanie (3) upraszcza sif, gdy» pochodna @%4 =@t jest r wna zeru. Otrzymu-
jemy warunek

r u=0; @)

kt ry m wi, »e dywergencja pola prfdko-ci wynosi zero. R wnanie (4) stanowi pierwsze z
dw ch r wna« Naviera{Stokesa dla cieczy nie-ci-liwej.

2.2 R wnanie dynamiki

Podobnie jak w przypadku r wnania cijg“o-ci, do wyznaczenia r wnania r »niczkowego opi-
sujjcego dynamikf elementu cieczy wykorzystuje sif zasady zachowania (tu: pfdu i energii).
Czytelnika odsy“amy do ,,r de“[3, 15, 40], gdzie znale,,¢ mo»na dok“adne i -cis“e wyprowadzenia

17a uk“ad zamknifty uwara¢ bfdziemy uk“ad, w kt rym nie dochodzi do wymiany masy z otoczeniem.



2.3 Bezwymiarowa posta¢ r wna« 2 R WNANIA NAVIERA{STOKESA

omawianych r wna«. W poni»szym podrozdziale zajmiemy sif opisem i zycznym uzasadnie-
niem r wnania dynamiki - zar wno jako ca“o-ci jak i poszczeg Inych jego czon w. Om wione
zostanj r wnie» niezbfdne uproszczenia wyj-ciowej postaci r wna«. Celem naszym jest mate-
matyczne sformu“owanie przep“ywu cieczy nie-ci-liwej w polu si* zewnftrznych.

Og Inj posta¢ r wnania ruchu elementu cieczy zapiszemy przy pomocy operator w r »-
niczkowych, co oznacza, »e posta¢ ta prawdziwa jest dla dowolnego uk“adu wsp “rzfdnych.
Nastfpnie przejdziemy do postaci r »niczkowej, gdzie poszczeg Ine operatory zamienione zo-
stanj na pochodne okre-lajjc jednocze-nie za“o»ony przy przej-ciu uk“ad odniesienia.

R wnanie dynamiki elementu cieczy zapisa¢ mo»emy w nastfpujjcej postaci? [15]:

Qu

ot
Ka»dy z czterech cz“on w, stojjcych po prawej stronie r wnania (5) posiada swojj literaturowj
nazwf i konkretne znaczenie zyczne:

1
= (U NPu —rp +—riu +g: (5)
%4 %4

cz“on konwekcyjny (u r)u , odpowiadajjcy za obecno-¢ si“ inercyjnych w cieczy,

cz"on lepko-ciowy (dyfuzyjny) Erzu , odpowiadajjcy za zjawiska zwijzane z tarciem
wewnftrznym w cieczach,
cz'on ci-nieniowy ;> rp , zapewniajjcy nie-ci-liwo-¢ p“ynu w przypadku takiego sfor-

%
mu“owania r wna« (r wnowa»y niezerowj dywergencjf cz“onu konwekcyjnego),

cz"on opisujjcy wp“yw si* zewnftrznych g .

R wnanie (5) uzna¢ mo»na za analog drugiej zasady dynamiki Newtona w przypadku dyna-
miki cieczy. Pochodna czjstkowa prfdko-ci (lewa strona r wnania) ma znaczenie przyspieszenia
elementu objfto-ci, a prawa czf-¢ r wnania posiada wymiar si“y dzielonej przez masf.

2.3 Bezwymiarowa postat¢ r wna«

W praktyce do-¢ czfsto wystfpuje sytuacja, kiedy niemo»liwym jest dok“adne odtworzenie
warunk w zycznych charakterystycznych dla badanego zjawiska. Podstawowymi problemami
przy modelowaniu i badaniu cieczy mogj by¢: du»e rozmiary badanych uk“ad w, niewielka
lepko-¢ wprowadzajjca niestabilno-ci do numerycznych rozwijza«, du»e prfdko-ci lokalne -
trudne do pomiaru jak i symulacji.

W celu lepszego opisu numerycznego badanego zjawiska wprowadzimy za [15] bezwymia-
rowj posta¢ r wna« Naviera{Stokesa. Dla konkretnego problemu okre-lamy d“ugo-¢ charak-
terystycznj L oraz prfdko-¢ charakterystycznj u;. Mo»emy w wczas wyznaczy¢ wielko-ci
bezwymiarowe: d“ugo-¢ x = x =L, prfdko-¢ u =u =u; orazczast=t uj=L.

2W celu odr »nienia warto-ci wymiarowych od bezwymiarowych w r wnaniu (5) poszczeg Ine wyrazy ozna-
czone zosta“'y gwiazdkj, co wskazuje, »e podane warto-ci posiadajj wymiar.
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2.3 Bezwymiarowa posta¢ r wna« 2 R WNANIA NAVIERA{STOKESA

Podstawiajjc te wielko-ci do r wnania (5), po przeprowadzeniu kilku prostych operacji
arytmetycznych na ca“ym r wnaniu, otrzymujemy r wnania Naviera{Stokesa w postaci bez-
wymiarowej:

Qu _ » 1, 1 .
5" (U NuU r’+ S+ Er7 r)ZQ’ (6)
r u=0: (7

Liczby Reynoldsa (Re) oraz Froude’a (Fr) wystfpujjce w r wnaniu (6) sj przyk“adem tzw.
liczb specjalnych (znanych te» pod nazwj liczb kryterialnych). Poprzez podanie warto-ci liczb
specjalnych jednoznacznie de niujemy rodzaj i dynamikf badanego przep“ywu. U»ywayjijc liczb
Reynoldsa i Froude’a mo»emy dowolnie przeskalowa¢ uk“ad do »jdanych, wygodnych do-wiad-
czalnie bjd,, numerycznie warto-ci nie zmieniajjc przy tym w“a-ciwo-ci badanego zjawiska®.

2.3.1 Liczba Reynoldsa

Liczba Reynoldsa mo»e by¢ zde niowana jako:
L
Re= "1- ; ()
gdzie = ;— jest lepko-cij kinematyczni, m wi o stosunku si* bezw“adno-ci do si* lepko-cio-
wych (tarcia wewnftrznego) w cieczach.

2.3.2 Liczba Froude’a

W przypadku cieczy z powierzchnij swobodnj m wisif r wnie» o tzw. liczbie Froude’a r wnej*:

2
(Fr? = -
Ligj

okre-lajjcej stosunek si* bezw“adno-ci do cif»aru cieczy.

C)

2.3.3 Inne liczby kryterialne

Whprowadzone liczby kryterialne wij»j sif -ci-le z pojfciem podobie«stwa przep“yw w. Spe“nie-
nie warunku r wno-ci liczb Reynoldsa i Froude’a dla dw ch r »nych (ze wzglfdu na rozmiary,
prfdko-ci poczjtkowe) przep“yw w oznacza¢ bfdzie, »e pomimo tych r »nic badane bfdj uk“a-
dy o tych samych w“a-ciwo-ciach dynamicznych.

Woprowadzone tu dwie liczby specjalne oraz zwijzane z nimi kryteria podobie«stwa prze-
p“yw w nie sj jedynymi istniejjcymi. W mechanice p“yn w wyr »niamy jeszcze m.in.

kryterium zjawisk okresowych i liczbf Strouhala,
kryterium podobie«stwa si“ ci-nieniowych w cieczach i liczbf Eulera,

kryterium podobie«stwa si“ ci-nieniowych w gazach i liczbf Macha.

Bardziej dok*adnj i wyczerpujjci klasy kacjf liczb kryterialnych znale,,¢ mo»na w literaturze,
np. w [16]. W zakresie badanych przez nas zjawisk okre-lenie podobie«stwa przep“yw w ze
wzglfdu na r wno-¢ liczb Reynoldsa i Froude’a jest wystarczajjca.

3Innymi s“owy, przeskalowanie uk“adu przy zachowaniu warto-ci liczb specjalnych pozwoli zachowa¢ w“a-ci-
Wo-Ci przep“ywu czynijc go tzw. przep“ywem podobnym.
“Dla wygody zapisu zwyk“o sif w literaturze tematu podawa¢ kwadrat liczby Froude’a.
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2.4 R wnania w kartezja«skim uk“adzie odniesienia2 R WNANIA NAVIERA{STOKESA

2.4 R wnania w kartezjaxskim uk“adzie odniesienia

Ze wzglfdu nawyb r uk“adu odniesienia w kt rym bada¢ bfdziemy numerycznie przep“yw cie-
czy, r wnania Naviera{Stokesa zapisa¢ mo»emy w charakterystycznej dla tego uk“adu postaci
r »niczkowej. Wybierzmy kartezja«ski uk“ad odniesienia, a w celu uproszczenia zapisu posta¢
r »niczkowj r wna« zapiszemy dla przypadku dwuwymiarowego.

R wnanie cijg“o-ci dla cieczy nie-ci-liwej (4) zapiszemy w postaci r »niczkowej wykorzy-
stujjc bezpo-rednio de nicjf operatora r w uk“adzie kartezja«skim:

gi g; o: (10)

Podobnie r wnanie dynamiki (6) zapisa¢ mo»na w przypadku dwuwymiarowym w zachowaw-
czej postaci:

@u _ @u* Q@uv @ 1 @42 1

@ .
8t~ Bx Oy Ox Re @x2 @y2 (Fr)zgﬁx' (11)
@%v

2 2
v_ o7 Gw o, 1 OV, BV +712g§,- (12)
ot @y 0x @y Re @x* @y (Fr)
gdzie odpowiednio r wnanie (11) opisuje przyspieszenie elementu cieczy w kierunki osi x, a

r wnanie (12) przyspieszenie elementu cieczy w kierunki osi y. W przypadku potrzeby wpro-
wadzenia trzeciego wymiaru, konstrukcja odpowiednich r wna« jest analogiczna.
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3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

3 Algorytmy numeryczne

Niniejszy rozdzia“ zawiera opis metod numerycznych potrzebnych do dyskretyzacji r wna«
przep“ywu cieczy nie-ci-liwej. Podane metody numeryczne oraz stosowna analiza pod wzglfdem
ich w*a-ciwo-ci, u»yte zostanj w rozwijzaniu numerycznym w dalszej czf-ci pracy.

3.1 Dyskretyzacja przestrzeni

Ze wzglfdu na spos b dyskretyzacji obszaru zajmowanego przez ciecz, symulacje hydrodyna-
miczne dzieli sif na dwa rodzaje wyr »niajjc podej-cie Lagrange’a i podej-cie Eulera [31].
R »nica objawia sif w sposobie konstrukcji oraz dynamice siatek obliczeniowych rozpiftych
nad obszarem symulacji.

TN - M
gN /7—\\ TN\ //\\ \\J/\
ZEES N
L1 L TN /__\\
L PNy N
=TT
» -

Rysunek 1: Siatka obliczeniowa typu Lagrange’a (po lewej) i Eulera (po prawej).

Na rysunku 1 pokazane zosta“y siatki obliczeniowe typu Lagrange’a oraz Eulera. Siatka po
stronie lewej (Lagrange’a) dynamicznie zmienia ustawienie punkt w wfz“owych wraz z ruchem
(dynamikj) cieczy. Siatka po stronie prawej (Eulera) posiada sztywno okre-lone (niezmienne)
po“o»enia punkt w wfz“owych.

Wyb r rodzaju dyskretyzacji przestrzeni zale»y od typu zagadnienia, jednak w praktyce
metod symulacji hydrodynamicznych podej-cie Lagrange’a ma ograniczone zastosowanie i sto-
suje sif je g“ wnie w opisie przep“yw w -ci-liwych, jednowymiarowych. Do-¢ ciekawj cechj tego
typu rozwijza« jest samozagfszczenie siatki w miejscach, gdzie wystfpujj du»e gradienty p |
prfdko-ci, czyli tych najbardziej nara»onych na b“fdy rozwijzania numerycznego. Ze wzglfdu
na chf¢ posiadania mo»liwie og Inego rozwijzania oraz charakter zjawisk, jakie zamierzamy
bada¢ (ciecz nie-ci-liwa o powierzchni swobodnej), obliczenia numeryczne przeprowadzone zo-
stanj na siatce typu Eulera.

3.1.1 Rozbie»na siatka obliczeniowa typu Eulera

Przed przystjpieniem do konstrukcji analog w r »nicowych r wna« Naviera - Stokesa sprecyzo-
wat musimy budowf i rozmieszczenie zmiennych na siatce r »nicowej. Rozwa»rania te przepro-
wadzimy dla dw ch wymiar w przestrzennych oraz ze wzglfdu nawyb r uk*adu wsp “rzfdnych
- w kartezja«skim uk“adzie odniesienia.

Kompletny stan uk“adu opisywany jest przez pole wektorowe prfdko-ci u(r) oraz pole
skalarne ci-nienia® ~(r). Do cel w dyskretyzacji przyjmiemy najprostszj posta¢ siatki prosto-

SW dalszej czf-ci pracy stosowa¢ bfdziemy okre-lenie "ci-nienie”, w przypadku pola ” pamifta¢ nale»y, »e
mowa 0 ci-hieniu odniesionym do sta“ej gfsto-ci p“ynu.
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3.1 Dyskretyzacja przestrzeni 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

kijtnej regularnej, dziel jc przestrze« symulacji na r wne kom rki - podobnie jak przedstawione
zosta“o to na rysunku 1.

Jednym ze sposob w rozmieszczenia zmiennych pierwotnych na siatkach typu Eulera jest
umieszczenie wszystkich trzech zmiennych w centrach kom rek siatki. Podej-cie takie okazuje
sif jednak posiada¢ cechy uniemo»liwiajjce sprawne przeprowadzenie numerycznego rozwij-
zania przy pomocy znanych schemat w numerycznych. Opr cz niezbyt jasnej de nicji dywer-
gencji prfdko-ci przez kom rkf na tego rodzaju siatce okazuje sif r wnie», »e przy rozwijzaniu
iteracyjnym uk“adu r wna« liniowych wynikajjcym z r wnania Poissona na takiej siatce wy-
stfpuje tzw. efekt szachownicy, gdzie ze wzglfdu na dyskretyzacjf czf-ci ,,r d“owej r wnania,
nastfpuje wzmocnienie i 0s“abienie wielko-ci w naprzemiennych wfz“ach sieci [3, 15].

v v
1T 1
uvp uvp u P u P u
e
uvp uvp u p u pu

Rysunek 2: Podzia“ przestrzeni przy pomocy siatki prostokjtnej z r »nym rozmieszczeniem
zmiennych pierwotnych.

Na rysunku 2 pokazane zosta“y dwa typy rozmieszczenia zmiennych w przestrzeni. Dla ce-
| w niniejszej pracy wybrana zosta“a siatka r »nicowa rozbie»na® pokazana po prawej stronie
rysunku 2. Ci-nienie umiejscowione zosta“o w centrum kom rki, sk*adowa prfdko-ci w kierunku
osi x w -rodku prawej i lewej, a sk“adowa prfdko-ci w kierunku osi y w -rodku g rnej i dolnej
krawfdzi kom rki. Historycznie, siatka rozbie»na tego typu wprowadzona zosta“a pierwszy raz
w obliczeniach numerycznych cieczy nie-ci-liwej w roku 1965 w pracy [48]. Dzifki takiemu roz-
mieszczeniu zmiennych na siatce de nicja dywergencji przez kom rkf uzyska bardzo eleganckj
formf wynikajjcj z bezpo-redniej dyskretyzacji. R wnie» problem zwijzany z iteracjj ci-nienia
zostanie wyeliminowany jak pokazano to w [15].

y

Dy| - C L] C
uI-O,S‘J pi,j lJi+0‘5‘j
A\
E V\,j—O.S
: i : X
. .
Dx

Rysunek 3: Pojedyncza kom rka siatki rozbie»nej typu Eulera.

Na rysunku 3 pokazana zosta“a pojedyncza kom rka siatki obliczeniowej z zaznaczonym
u“o»eniem zmiennych pierwotnych w dwuwymiarowym uk“adzie odniesienia. Dodatkowo zde-
niowane zosta“y konkretne pozycje tych zmiennych wzglfdem centrum omawianej kom rki.

SW literaturze wystfpujjca pod nazwj ang. staggered grid w odr »nieniu od siatki z rozmieszczeniem
centralnym zmiennych ang. collocated grid.
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3.2 Analogi r »nicowe pochodnych 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

Rozmiary liniowe kom rki X i y sj cechj omawianej siatki obliczeniowej. W przypadku
potrzeby rozr »nienia miejsc bardziej interesujjcych w obszarze symulacji lub miejsc podat-
nych na niestabilno-ci numeryczne, wprowadzi¢ mo»na jednj z technik podzia“u (zagfszczenia)
siatki obliczeniowej [30, 8], jednak dla naszych potrzeb ograniczymy sif do sta“ych xi .

Siatki r »nicowej z“o»onej z kom rek przedstawionych na rysunku 3 u»yjemy do budowy
numerycznych przyblire« kolejnych pochodnych i czon w r wna« r »niczkowych Naviera{
Stokesa.

3.2 Analogi r »nicowe pochodnych

Do wyprowadzenia schemat w r »nicowych podstawowych pochodnych u»yjemy rozwinifcia
w szereg Taylora. W celu uog Inienia rozwa»a« wprowad, my funkcjf f okre-lonj w centrach
siatki obliczeniowej’. Warto-ci funkcji oznaczmy przy pomocy indeks w dolnych wskazujjcych
umiejscowienie na siatce, co pozwoli zapisa¢ warto-¢ w wf,le (i;j) jako: (i x;j y) = f;.
Znajomo-¢ warto-ci wfz“owych funkcji  pozwala rozwinj¢ funkcjf w szereg Taylora w otocze-
niu wfz“a (i; J):

of 1 @*f
frag =T+ g X o pe
Rozwi jzanie powy»szego r wnania wzglfdem poszczeg Inych wyraz w stojjcych po jego prawej
stronie pozwoli przybli»y¢ kolejne pochodne przy pomocy znanych warto-ci wfz“owych. Korzy-
stajjc z tej techniki® wyprowadzi¢ mo»emy analogi r »nicowe kolejnych pochodnych u»ywajijc
warto-ci wfz“owych siatki Eulera.

Bezpo-rednie wyliczenie cz“onu g—f( i z r wnania (13), przy zaniedbaniu wyraz w (pochod-

nych) wy»szego rzfdu daje analog r »nicowy postaci:

x2+0( x%): (13)
[H]

of _ fivy T .
ix ) = o( X); (14)

kt rego posta¢ wynika wprost z rozwinifcia funkcji ¥ w szereg Taylora. Zgodnie z literaturowym
nazewnictwem m wi sif o aproksymacji r »nicowej w prz d" dok“adno-ci pierwszego rzfdu.

Podobnie konstruuje sif tzw. analogi r »nicowe w ty“"" postaci:
of fii T g
= == 40 X): 15
o, < ( %) (15)

kt re sj wygodne w przypadku potrzeby -cis“ego na“o»enia warunk w brzegowych lub wylicze-
nia warto-ci pochodnych w trudnych" miejscach siatek obliczeniowych. Wa»nym ze wzglfdu
na rzjd dok“adno-ci schematem r »nicowym jest r wnie» schemat centralny:

@f _ fi+1;j fi 1;j 25,
.~ Zx +0( x%): (16)

“Odpowiednie zastosowanie wyprowadzonych wzor w do wielko-ci umiejscowionych w innych miejscach
siatki sprowadzi sif do przesunif¢ indeks w

8Istnieje inny spos b na wyprowadzenie schemat w przyblire« pochodnych na dyskretnej przestrzeni poprzez
przybli»anie wielomianowe - czytelnik w odsy“amy do [16].
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3.3 Posta¢ dyskretna r wna« przep“ywu 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

Jest to schemat drggiego rzfdu. W celu przybli»enia drugiej pochodnej funkcji ¥ w punkcie
wfz*owym siatki 87‘; y nale»y rozwinj¢ funkcjf ¥ w dwa szeregi Taylora - wzglfdem punk-
tu (i +1;j) oraz (i ’1;j). Po ich zsumowaniu oraz rozwijzaniu tak otrzymanego r wnania
wzglfdem g% otrzymujemy schemat drugiego rzfdu przybli»ajjcy drugj pochodnj funkcji ¥
W nastfpujjcej postaci:

0*F _ fiy  2f +Fi g

2 - 2
@x ij X

+0O( Xx%): (17)

Spos b konstrukcji schemat w r »nicowych w przypadku innych zmiennych (inne kierunki,
czas t) nie wymaga dalszego komentarza, gdy» schematy te konstruuje sif analogicznie.

3.3 Postat dyskretna r wna« przep“ywu

Budowf analog w r »nicowych r wna« Naviera{Stokesa opisywa¢ bfdziemy bazujjc na ich
r »niczkowej postaci wyra»onej r wnaniami (10), (11) oraz (12). Warunek cijg“o-ci zapisze-
my przy bezpo-rednim u»yciu schematu r »nicowego w prz d", co daje nam wyra»enie na
dywergencjf przez kom rkf (i;j) postaci:

Ui+0:5:§ Ui o5 Vii+o0: Vii o:
D= i+0:5;j ” i 05 + i;j+0:5 ; i;jj 05 =0 (18)

W dalszej czf-ci rozwa»a« r wnanie (18) bfdzie czfsto u»ywane w przypadku wyprowadzania
warunk w brzegowych oraz w celu wery Kkacji spe“nienia zasad zachowania masy w obszarze
siatki r »nicowej.

Podobnie korzystajjc z wprowadzonych wcze-niej schemat w jeste-my ju» w stanie wprowa-
dzi¢ dyskretne analogi r wna« dynamiki dla obu kierunk w przep“ywu. Korzystajjc z r wnania
(11) przez dyskretyzacjf kolejnych cz“on w otrzymujemy analog postaci:

unFl o oyn TR
I ) — 1+1; I
! t L= CONV (U)P+0:5;j + ! X ! .
1 Ul'osj 2Ukosj + Ulis; + Ulosi 1 2URhosj + Ulhosjrr + 1 0
Re X2 y2 (Fr)>™
(19)
Podobnie dla kierunku y bezpo-rednia dyskretyzacja r wnania (11) daje analog postaci:
vt oyn >n n
L BT = CONV (V) 45 + — 511
y !
1 Vi o5 2V{je0s F Vij+1s . Vi 1j+os  2Vij+os T Vivij+os 1 .
+ = ! + 5 + 50y (20)
Re y X (Fr)

Wystfpujjce w analogach r »nicowych (19) oraz (20) wyra»enie CONV () zawiera w sobie
posta¢ dyskretnj cz“onu konwekcyjnego®. Nie podajemy gotowego wzoru z uwagi na to, »e w
dalszych podrozdzia“ach podejmiemy pr bf analizy r »nych sposob w jego dyskretyzaciji.

9Notacja wg [10]

16



3.4 Dyskretyzacja cz"onu konwekcyjnego 3 ALGORYTMY NUMERYCZNE

3.4 Dyskretyzacja cz*onu konwekcyjnego

Jak wspomnieli-my w rozdziale 2.2, r wnanie dynamiki wchodzjce w sk“ad r wna« Naviera{
Stokesa zawiera opr cz si“ zewnftrznych i ci-nienia dwa charakterystyczne cz“ony: cz“on kon-
wekeyjny i lepko-ciowy. W niniejszym podrozdziale zajmiemy sif problemem dyskretyzacji
cz"onu konwekcyjnego r wna« Naviera{Stokesa. Okazuje sif bowiem [10, 47] »e w przypadku
dominujjcego cz“onu konwekcyjnego du»j trudno-¢ stanowi dok“adna i stabilna symulacja.
Whprowadzonych zostanie kilka najbardziej znanych schemat w dyskretyzacji, a ich w*a-ci-
wo-ci zbadamy na przyk“adzie modelowego r wnania adwekcji dla jednego kierunku przep“ywu.

Ucw Ugc
| O oO——O0——0 O X
ww W C : E EE
< 5
Dx

Rysunek 4: Notacja u»yta do wprowadzenia og Inych wyra»e« na dyskretyzacjf cz“onu kon-
wekcyjnego. Linij przerywanj zaznaczony zosta“ obszar kontrolny oblicze«.

Wprowad, my oznaczenia przedstawione na rysunku 4 [10]. Rozwa»amy zagadnienie jedno-
wymiarowe z obszarem kontrolnym wielko-ci X, gdzie w dowolnym punkcie wfz“owym, np.
C, znajduje sif wielko-¢ oznaczona przez indeks dolny, np. . Zak*adamy r wnie» znajomo-¢
prfdko-ci konwekcyjnych ug oraz uy odpowiednio w punktach wfz“owych x = E oraz x = W.
Pierwszj pochodnj cz“onu konwekcyjnego w punkcie x = E zapiszemy w og Inej postaci, nie
wyr »niajjc jeszcze sposobu dyskretyzacji:

@ cE_ cw, 1)

Dzifki notacji w r wnaniu (21) wyrazi¢ mo»emy nieznane wielko-Ci cg oraz cw przez od-
powiednie punkty wfz“owe i przedstawi¢ klasy kacjf metod dyskretyzacji pochodnej konwek-

cyjnej.
3.4.1 Schemat centralny (CD)

Bezpo-rednie przybli»enie cz“onu konwekcyjnego schematem r »nicowym (16) daje nastfpujjce
wyraxenia na nieznane wielko-ci w punktach x = CE oraz x = CW:

CE = E C; (22)
cw = _c Ww. (23)

R wnania (22) oraz (23) stanowij de nicjf schematu r »nicowego centralnego dla r wnania
konwekcji znanego w literaturze pod nazwj ang. Central Di erence (CD).
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3.4.2 Schemat pod prjd" pierwszego rzfdu (FOU)

Korzystajjc z warto-ci prfdko-ci konwekcyjnych w punktach x = CE oraz x = CW wprowa-
dzimy wyra»enia na nieznane wielko-ci  mifdzy wfz“ami, ca“kujjc schematami r »nicowymi
pierwszego rzfdu (14) i (15), uzale»niajjc kierunek ca“kowania od prfdko-ci ucg i ucw. Niech:

N Ucg >0
_ C» CE .
CE — E; UCE < O 1 (24)
¢ ;u >0
cw = W cw . (25)

c; Ucw <0 °

R wnania (24) oraz (25) stanowij de nicjf schematu r »nicowego pod prjd" znanego w lite-
raturze pod nazwj ang. First Order Upwind (FOU.

3.4.3 R wnanie adwekcji

W celu przeprowadzenia analizy poszczeg Inych metod dyskretyzacji cz“onu konwekcyjnego®®
rozwa»my problem adwekcji na przyk“adzie jednowymiarowego r wnania transportu, bez cz*o-
nu dyfuzyjnego, postaci:

LIS L
et @x
gdzie T okre-la koncentracjf przestrzennij, a u jest parametrem okre-lajjcym prfdko-¢ przep“y-
wu. Rozwijzaniem analitycznym dla sta“ego parametru u jest transport w“a-ciwo-ci ¥ wzd“u»
kierunku wyznaczonego przez prfdko-¢ przep“ywu u.
Przyjmijmy nastfpujjce warunki poczjtkowe, wyznaczajjce stromy pr g koncentracji w
prostym kanale [44]:

0; (26)

8
= 1.0, xX<Xp

f(X;t) = _ 05, X=X, ; (27)
S0 X>X%p

gdzie x, wyznacza poczjtkowy pr g koncentracji. Warto-¢ brzegowj przyjmijmy r wnj 8t > to,
f(x = 0;t) = 1.0. W dalszej czf-ci tego podrozdzia“u przeprowadzimy proces ca“kowania
numerycznego r wnania (26) przy wprowadzonych tu warunkach poczjtkowych i warunku
brzegowym.

Zapiszmy analog r »nicowy r wnania (26) korzystajjc ze schemat w r »nicowych wprowa-
dzonych w podrozdziale 3.2. Do dyskretyzacji pochodnej czasowej u»yjemy schematu pierw-
szego rzfdu w prz d" (14). Dla czonu konwekcyjnego przyblisymy pochodnj schematem
centralnym drugiego rzfdu (16). W rezultacie otrzymamy wyra»enie:

+ u .
=1 tﬁ(fir-]l-l ) (28)

10Termin adwekcja odnoszijcy sif do nazwy omawianego r wnania modelowego jest to»samy z konwekcjj
odnoszijcj sif do odpowiednich czon w r wna« Naviera{Stokesa. Rozr »nienie wprowadzone zosta“o w celu
wygody opisu s“ownego, jak i ze wzglfdu na r »nice wystfpujjce w literaturze tematu.
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R wnanie (28) jawnie wyznacza stan uk“adu w (n + 1) kroku czasowym przy znajomo-ci
rozk“adu funkcji ¥ w kroku n.

Ze wzglfdu na kierunek przep“ywu wyznaczony przez znak wsp “czynnika u w r wnaniu
(26) wprowad, my r wnie» dyskretyzacjf cz“onu konwekcyjnego metodj pod prid", czyli prze-
ciwnie do sta“ego w naszym wypadku kierunku transportu korzystajjc ze schematu w ty*"
(15), dla kt rej analog r »nicowy r wnania czystej adwekcji przyjmie postac:

=1 tix(fin ) (29)

Korzystajjc ze schemat w (28) oraz (29), rozwij»my zagadnienie transportu postawione w
podrozdziale 3.4.3. Za rozmiar siatki obliczeniowej przyjmiemy x = 0:1m. Obliczenia prze-
prowadzone zostanj dla x [0;100]m przy prfdko-ci konwekcyjnej u = 0:01m s !. Za krok
czasowy przyjmijmy t = 0:01s;

14 T T T T T T T T

— analitycznie i
— = schemat centralny
= = schemat "w tyl" -

1.2

1

f 0.8
0.6
0.4

0.2

0
22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
x [m]

Rysunek 5: Rozwijzanie r wnania czystej adwekcji dla t = 3000[s]. Por wnanie rozwijzania
dla schematu centralnego oraz schematu "w ty*"* z rozwijzaniem analitycznym.

Na rysunku 5 przedstawione zosta“y wyniki oblicze« numerycznych w chwili t = 3000s dla
dw ch schemat w ca“kowania cz“on w konwekcyjnych. Rozwijzanie analityczne posiada stro-
my uskok progu koncentracji w“a-ciwo-ci f. Jak wida¢ na wykresie, rozwijzanie przy u»yciu
schematu centralnego drugiego rzfdu wprowadza oscylacje, wzrastajjce przy samym uskoku
warto-ci . Okazuje sif, »e zmiana gfsto-ci siatki obliczeniowej wcale nie eliminuje tych nie-
dok“adno-ci i pomimo stabilno-ci rozwijzania uzyskujemy wynik niedok“adny. Tymczasem
rozwijzanie metodj ni»szego rzfdu (metodj w ty“'") da“o rozwijzanie g“adkie, co sugerowa“o-
by, »e metoda ni»szego rzfdu lepiej przyblira cz“on konwekcyjny w obliczeniach numerycznych.
Okazuje sif jednak, »e numeryczna dyfuzja wprowadzana przez zastosowanie schematu w ty*"
jest bardzo du»a. Biorjc pod uwagf dalszj ewolucjf czasowj progu koncentracji, charaktery-
styczne rozmycie warto-ci ¥ w jego otoczeniu staje sif bardzo du»e, co pokazane zosta“o na
rysunku 6.

Przedstawione na rysunkach 5 oraz 6 por wnanie rozwijza« r wnania adwekcji dla dw ch
r »nych schemat w ca“kowania pokaza“o, jak niestabilne okazuje sif rozwijzanie przy ca“ko-
waniu bezpo-rednio przy pomocy schematu centralnego. Tymczasem u»ycie schematu ca“ku-
jicego, kt ry do aproksymacji pochodnej u»ywa r »nic pierwszego rzfdu i warto-ci wfz"“owych
w kierunku przeciwnym do kierunku wskazywanego przez prfdko-¢ u wprowadza sztucznij
dyfuzjf wyg“adzajjcj rozwijzanie. Wyg“adzenie rozwijzania modelowego przez numerycznij
dyfuzjf sugeruje, i» r wnanie posiadajjce opr cz cz‘onu konwekcyjnego r wnie» cz“on dyfuzyj-
ny powinno da¢ sif “atwiej rozwijza¢ przy pomocy procedur numerycznych.
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Rysunek 6: Rozwijzanie r wnania adwekcji dla u > 0 schematem r »nicowym w ty*" (linia
przerywana). Por wnanie do rozwijzania analitycznego (linia cijg“a) dla kilku chwil czasowych.
Obliczenia dla x = 0:5, x [0; 200]m, reszta parametr w bez zmian.

3.5 R wnanie Poissona
W trakcie konstrukcji algorytmu rozwijzywania r wna« Naviera{Stokesa'! pojawia sif zagad-

nienie numerycznego rozwijzania r wnania Poissona, czyli problemu postaci:

r2 = %(r): (30)
R wnanie Poissona wystfpuje bardzo czfsto przy pr bie opisu matematycznego zjawisk zycz-

nych i w niniejszym podrozdziale zajmiemy sif jego rozwijzaniem numerycznym. R wnanie
(30) zapiszemy, dla uproszczenia dalszych rozwara«, w postaci jednowymiarowe;j:

2
%? =  (X): (31)

Zastosujmy schemat dyskretyzacji drugiej pochodnej (17) i dla uproszczenia r wna« przyjmij-
my krok x = 1, co nie zmienia w »adnym stopniu og Ino-ci rozwa»a« [40]. Otrzymujemy
og Ine wyra»enie na analog r »nicowy r wnania Poissona w jednym wymiarze:

i1 2 it 1=

Zak“adajjc, »e znany jest nam rozk“ad ,,r de“ , otrzymujemy nastfpujjcy uk“ad r wna« linio-
wych, wynikajjcy z dyskretyzacji r wnania (31) na siatce r »nicowej typu Eulera o N wfz"“ach:

2 5 + =
1 2 , + 3 = 2
2 2 3 + 4 = 3 (32)
N 2 2 N1 N = N1
2 N = N

11 Czytelnika odsy“amy do rozdzia“u 4.2 po-wifconemu konstrukcji algorytmu SIMPLE.
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Uk“ad (32) zapiszemy w zwartej postaci r wnania macierzowego:

AX = b; (33)

gdzie macierz A jest macierzj wsp “czynnik w wystfpujjcych przy warto-ciach wfz“owych

z r wnania (32), a wektory x oraz b sj N wymiarowymi wektorami, kt rych sk“adowe
zde niowane sj nastfpujjco: X; = ; dla wektora x oraz bh; = ; dla wektora b. Rozwi«my
r wnanie (33), zapisujjc jawnie macierz A oraz wektory X i b:

2 3 2 3 3 3
2 1

[EEN
[EEN
N
-. H
N
[EEN
w N
w N

=7, (34)
1 2 1 N 1 N 1
1 2 N N
Macierz A jest macierzj tr jdiagonalnj i zagadnieniem, jakie stawiamy w przypadku jedno-
wymiarowego r wnania Poissona, jest numeryczne rozwijzanie uk“adu r wna« liniowych (34)
przy tej szczeg Inej postaci macierzy wsp “czynnik w. Do rozwijzania uk“adu (34) ze wzglfdu
na du»j liczbf zer, zastosowa¢ mo»na metodf Thomasa [3], czyli odpowiednio zmody kowanj

metodf Gaussa dla tr jdiagonalnej macierzy wsp “czynnik w [2].
W przypadku dwuwymiarowym musimy rozwijza¢ r wnanie Poissona w postaci:

e 0

Ox2  @y?

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zapisujemy analog r »nicowy korzystajjc ze

schematu (17), co po prostych przekszta“ceniach algebraicznych dla siatki kwadratowej? x =

y = h, oraz przy oznaczeniu (i;j) = i; pozwala zde niowa¢ pifciopunktowy analog r »ni-
cowy operatora Laplace’a r? na siatce kwadratowej [16, 32]

= (xy) (35)

ri i = L + it oijat i1 4 i (36)
W literaturze (np. [16]) spotyka sif r wnie» analogi operatora Laplace’a wifcej ni» 5-cio punk-
towe, majjce wy»szy rzjd dok“adno-ci przybli»enia na siatce r »nicowej.
Wprowad, my dodatkowe przybli»enie pierwszego rzfdu biorjc do przyblirenia r »nicowego
punkty wfz“owe po“o»one na ukos wzglfdem warto-ci w kt rej liczymy operator r?:

2 _ )
s, _— i+tj+1t i ogjer 7t e 1t i1 4 i (37)

2Wyb r siatki kwadratowej pozwoli na eleganckie przedstawienie idei rozwijzania dwuwymiarowego r wna-
nia Poissona. W dalszej czf-ci pokazane zostanie r wnie» w jaki spos b konstruowa¢ macierze wsp “czynnik w
dla dowolnych xoraz vy
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Analog r »nicowy rgj.; W kombinacji liniowej z r;j;; tworzy schemat 9-punktowy
gwarantujjcy wifkszj dok“adno-¢ przyblirenia na siatkach kwadratowych [16]:

ri, =@ Ok ek (38)

W zale»no-ci od wyboru wsp “czynnika wagowego " otrzymamy r »ny rozk“ad wag okre-la-
jicych wp“yw poszczeg Inych wfz* w na numerycznj warto-¢ operatora Laplace’a w punkcie
i;].

1 1 1 0.25] 0.75 0.25
1 -4 1 -4 075, -2 075
1 1 1 0.25| 0.75] 0.25
. - - 2 - 2 - - -
Rysunek 7: Dwa 5-cio punktowe operatory r »nicowe ¥gij,; , Fgjy; i 9-cio punktowy

operator r »nicowy rgji;j (dla"™ = %) Laplace’a dla siatki kwadratowej.

Na rysunku 7 zaznaczone zosta“y punkty wfz“owe wykorzystane do wyliczenia warto-ci
operatora Laplace’a wraz z odpowiednimi wsp “czynnikami wagowymi.

Korzystajjc z pifciopunktowego analogu r »nicowego operatora r? wyra»onej przez (36),
r wnanie (35) zapiszemy w postaci dyskretnej:

2 — — K2 .
oo = md oiut et o 4 5 =h g (39)

Podobna analiza jak w przypadku jednowymiarowym prowadzi do rzadkiej macierzy wsp “-
czynnik w A. R wnanie macierzowe przyjmie w przypadku dwuwymiarowym posta¢ [2]:

2 3 2 3 2 ) 3
1 4 1 1 21 h? 54
1 4 1 1 31 h? 34
1 1 4 1 1 11 h? |1
' = ' 40
1 1 4 1 1 1o h? ., (40)
1 1 4 1 1.J 2 h? 15 2
1 1 4 1 131 h? 15 1
1 1 4 1:J h? 1;J

R wnanie macierzowe otrzymane w wyniku dyskretyzacji dwuwymiarowego r wnania Poissona
mo»na oczywi-cie rozwijza¢ przy pomocy metody eliminacji Gaussa. Jednak z uwagi na roz-
miary oraz specy cznj budowf powstajjcych macierzy rzadkich rozwijzywanie w ten spos b
jest ma“o wydajne. Algorytm Gaussa z“o»ono-ci O(n?®), gdzie n jest rozmiarem macierzy, wyda-
je sif w tym przypadku nie najlepszym wyborem, bo wifkszo-¢ czasu obliczeniowego zostanie
zmarnowana na miejsca, gdzie macierz wsp “czynnik w wype“niona jest zerami.
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W przypadku macierzy rzadkich powstajjcych w rachunku r »nic sko«czonych u»ywa sif
tzw. metod iteracyjnych rozwijzywania r wna« liniowych [2, 16, 40], kt rych wprowadzeniem,
analizj i por wnaniem zajmiemy sif w nastfpnych podrozdzia“ach. cis“e i kompletne wypro-
wadzenie podanych schemat w iteracyjnych, wraz z dowodami ich zbie»no-ci, mo»na znale,,¢
znajdzie w wymienionej wy»ej literaturze tematu.

3.5.1 Metoda Jacobiego

Najprostszj metodj iteracyjnj rozwijzania r wnania macierzowego (40) jest metoda iteracyjna
Jacobiego [2]. Z r »nicowej postaci r wnania Poissona (39) wyznaczmy warto-¢ funkcji  w
dowolonym?®® punkcie wfz“owym siatki kwadratowej ( x = y =h) i;j:

1
n+1 _ n n n n 2 .
i = 20 e + Tt et 1 b (41)

lub w og Inym przypadku siatki prostokjtnej ( X & y):

LI 1 1 1
- h + ?1;j)+7 i + ?J 1)"' ij : (42)

1 1 1
n+1
ij 2 X2+ y2 X2 i+1j yz ij+1

Korzystajjc z tak zde niowanego wzoru na warto-¢ wfz“owj funkcji i przeprowadzamy
procedurf iteracyjnj wyliczajjc po kolei warto-ci funkcji w ka»dym wf,,le siatki obliczeniowej.
Pokazano [2, 40], »e proces taki jest zbiexny do prawid“owego rozwijzania - pola skalarnego
spe“niajjcego dwuwymiarowe* r wnanie Poissona. Proces iteracyjny wyznaczania warto-ci
funkcji  kontynuujemy tak d“ugo, jak d“ugo nie spe“niony jest warunek konwergencji:

< <t .
B < &
i=0 j=0
gdzie " jest sta“j okre-lajjcj dok"adno-¢ rozwijzania. W praktyce stosuje sif warto-ci bliskie
zeru, np. " = 0:002.

Za warunki poczjtkowe tak wprowadzonego procesu iteracyjnego wybra¢ mo»emy dowolnj
posta¢ pola °. Warto jednak znale, ¢ analityczny opis nawet uproszczonego modelu badanego
zjawiska, gdy» start procedury iteracyjnej z przyblironego stanu poczjtkowego ° pozwala
uzyska¢ »jdanj konwergencjf po du»o mniejszej liczbie iteracji.

3.5.2 Metoda Gaussa{Seidla

Metoda Jacobiego jest niezbyt efektywna ze wzglfdu na szybko-¢ zbie»no-ci procesu iteracyjne-
go [2]. Wprowadzone zosta“y wifc mody kacje majjce na celu uzyskanie wifkszej dok“adno-ci
rozwijzania. R wnanie na warto-¢ wfz“owj zapiszemy w zmienionej postaci:

I 1
N+ MY+ ——S( g+ )+ 4 5 (49

1 1 1
n+l —
Ty ety B ANET IR AR

3podane wyra»enie ma sens dla punkt w wfz“owych nie le»jcych w bezpo-rednim kontakcie z warto-ciami
brzegowymi.
4 Rozwarania mo»na “atwo uog Ini¢ na trzy wymiary przestrzenne.
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gdzie warto-¢ {‘;j*l jest wyra»ona r wnie» przez wyliczone wcze-niej w procesie iteracji® war-
to-ci pola w punktach (i 1;j)oraz (i;jJ 1).Inne szczeg “y procesu iteracyjnego pozostajij
takie same, jak by“o to w przypadku metody Jacobiego, a r wnanie (44) opisuje metodf ite-

racyjnj Gaussa{Seidla.

3.5.3 Metoda sukcesywnej nadrelaksacji (SOR)

Kolejnym krokiem przyspieszajjcym proces iteracyjny rozwijzania r wnania Poissona jest za-
stosowanie tzw. sukcesywnej nadrelaksacji otrzymanego rozwijzania [2, 40]. Wprowad, my za
[2] parametr wagowy !:

o=y Lt
1 1 1 ' 1
r - 4+ i
2 X2 y2 X2

Ii’]+1;j + ?+1ij)+% ir!j+1+ in;}-ll)'l' i;] : (45)
W zale»no-ci od wyboru parametru ! mamy do czynienia z podrelaksacjj rozwijzania (! < 1)
lub nadrelaksacjj rozwijzania ' > 1. W przypadku ' = 1 r wnanie (45) przyjmuje posta¢
r wnania dla metody Gaussa{Seidla (44). Wyb r wielko-ci parametru ! nie jest jednoznaczny
I zawiera sif w przedziale (0;2). Optymalnj warto-¢ ! w przypadku sieci kwadratowej dla
metody SOR wyznaczy¢ mo»na ze wzoru [2]:

1
Vopt =2 1+N ; (46)

gdzie N jest liczbj kolumn siatki obliczeniowej. W praktyce warto-¢ tego parametru dobra¢
mo»na sprawdzajjc szybko-¢ zbie»no-ci dla r »nych warto-ci u»ywajjc r wnania (46) do ich
wstfpnego oszacowania.

3.5.4 Por wnanie zbie»no-ci metod iteracyjnych

W tym podrozdziale przeprowadzimy numeryczny eksperyment badajjcy zbie»no-¢ wprowa-
dzonych metod iteracyjnych rozwijzania dwuwymiarowego r wnania Poissona (35). Pozwoli
nam to przekona¢ sif o faktycznych zaletach wprowadzanych komplikacji do wyj-ciowej, naj-
prostszej metody Jacobiego.

Chcemy znale,,¢ funkcjf prjdu cieczy z wirowo-cij wyznaczajjcj rozk“ad ,,r de“wr wnaniu
Poissona [40]. Wirowo-¢ de niujemy przez rotacjf wektora prfdko-ci lokalnej cieczy:

=r u 47)

Funkcjf pridu za [16, 40] de niujemy zgodnie ze wzorem

r =u: (48)

Wprowadzone zagadnienie mo»na upro-ci¢ do dw ch wymiar w przestrzennych przez za“o»enie
oraz postaci:

15We wzorze (44) zak“adamy kierunek iteracji od lewej do prawej i od do“u do g ry.
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y=0

Rysunek 8: Zagadnienie przyk“adowe u»yte do test w rozwijza« numerycznych r wnania Po-
issona w dw ch wymiarach.

=(0;0; );
=(0;0; );
co po wykonaniu kilku prostych operacji na r wnaniach (47) oraz (48) pozwala wyprowadzi¢

zwijzek mifdzy wirowo-cij , a funkcjj prjdu cieczy , wyra»onj r wnaniem Poissona postaci
[40]:

r: = (49)

R wnanie (49) rozwij»emy przy pomocy wprowadzonych wy»ej metod, korzystajijc z siatki r »-
nicowej typu Eulera o rozdzielczo-ci NxN kom rek, zak“adajjc warunki brzegowe dla funkcji
pridu w postaci:

i=1:::N~*Jg=0_j=N)
_ = (1())=0 (50)
J=1:::N~@{=0_i=N)

Dodatkowo w centrum uk“adu umie-cimy punktowe ,,r d“o wirowo-ci otoczone brzegiem na
kt rym (i;j) = 0 z charakterystycznj szczelinj, gdzie funkcja prjdu nie jest ustalona. Na
rysunku 8 pokazany zosta“ schemat uk“adu, kt ry bfdziemy rozwijzywa¢.

Na rysunku 9 prezentujemy rozwijzanie r wnania Poissona przy pomocy metody sukce-
sywnej nadrelaksacji po 71 krokach iteracji uzyskane z konwergencjj mniejszj ni» 10 8. Roz-
wijzanie z takj dok*adno-cij uzna¢ mo»emy za wzorcowe.

W celu por wnania zbie»no-ci r »nych metod iteracyjnych przeprowadzimy test polegajjcy
na wyliczaniu konwergencji wg wzoru (43).

Wyniki takiego pomiaru dla trzech metod zebrane zosta“y na rysunku 10. Widzimy wy-
ra,,nie, »e zbie»no-¢ metody sukcesywnej nadrelaksacji do wyniku wzorcowego jest najszybsza.
Metoda Jacobiego nie jest nawet w stanie w rozsjdnym czasie osijgni¢ zbie»no-ci dla tak
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Rysunek 9: Rozk“ad funkcji prjdu pochodzjcy od punktowego ,,r d“a wirowo-ci w pudle ze
szczelinj. Rozwijzanie numeryczne zagadnienia Poissona metodj sukcesywnej nadrelaksacji

(SOR). Siatka obliczeniowa 60 60, krok

35

Xx=0:1, 1" =1:8.
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konwergencja
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Rysunek 10: Wykres zbie»no-ci rozwijzania

120

140

wyznaczony dla r »nych metod iteracyjnych.

prostego zagadnienia. Tymczasem metoda Gaussa-Seidla osijga du»o lepszj zbie»no-¢, jednak
nadal krzywa opisujjca bezwzglfdne odchylenie od warto-ci wzorcowej maleje do-¢ powoli.
Poczjtkowe, du»e warto-ci konwergencji dla metod SOR i Gaussa{Seidla sj wyrazem szybkiej

zmiany rozwijzania w poczjtkowej fazie oblicze«.

Zastanawiajjcy w wynikach przedstawionych na rysunku 10 sj niewielkie r »nice wzglfd-
ne mifdzy warto-ciami odchyle« dla r »nych schemat w iteracyjnych. Dla wybranej metody
liczenia konwergencji jedynie schemat SOR wykazuje wzglfdnie poprawnj zale»no-¢ pomifdzy
warto-cij konwergencji, a uzyskiwanym rezultatem oblicze«.

Okazuje sif, jak pokazano to na rysunku 11, »e r »nice pomifdzy omawianymi metoda-
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Jacobi Gauss{Seidel SOR
.
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krok =5
krok = 15
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krok = 25 e T e e

Rysunek 11: Rozwijzanie sytuacji modelowej dla trzech r »nych krok w iteracyjnych (g ra-d “)
oraz metod Jacobiego, Gaussa{Seidla oraz SOR.
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Rysunek 12: Por wnanie zbie»no-ci metody SOR dla r »nych warto-ci parametru . Po prawej
stronie przedstawiamy przeskalowanj - najbardziej interesujjcj czf-¢ wykresu.

mi, dla tych samych krok w iteracyjnych sj znaczjce. Na rysunku pokazana zosta“a ewolucja
rozwijzania r wnania przy pomocy wprowadzonych metod - dla por wnania u“o»one w kolej-
no-ci: krok iteracji (g ra-d “), metoda (lewo - prawo). Na rysunku wida¢ wyra,,nie, »e metoda
sukcesywnej nadrelaksacji (SOR) ju» po kilku krokach obliczeniowych daje wyniki, kt re przy
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pomocy metody Gaussa{Seidla osijgnij¢ mo»na po kilkunastu i wifcej krokach. W ostatnim
25 kroku iteracji metoda SOR da“a wynik zbie»ny z wzorcowym, tymczasem dwie pozosta“e
metody - nadal nie. Wynik ten zgodny jest z wykresem 10, gdzie dla kroku 25 iteracji wida¢
do-¢ znaczne r »nice pomifdzy r »nymi metodami.

Biorjc pod uwagf wyniki przedstawione na wykresach 10 oraz 11 w dalszej czf-ci pracy
u»ywat¢ bfdziemy metody sukcesywnej nadrelaksacji. Z uwagi na du»j z“o»ono-¢ obliczeniowj
procesu rozwijzywania r wna« Naviera{Stokesa oraz potrzebf dok*adnego rozwijzania r w-
nania Poissona (ci-nienie odgrywa¢ bfdzie wa»nj rolf w procesie symulacji) - przeanalizujemy
wp“yw parametru ! na zbie»no-¢ i konwergencjf tej metody.

Na wykresie (12) naszkicowane zosta“y zbie»no-ci rozwijza« iteracyjnych dla oblicze« prze-
prowadzonych dla r »nych warto-ci parametru nadrelaksacji. Wida¢ wyra,,nie, »e warto-¢ opty-
malna 1.,  1:9 wyliczona ze wzoru (46) dla siatki 60 60 zgadza sif do-¢ dobrze z rezultatem
bada« zbie»no-ci metody SOR przeprowadzonych w tym rozdziale, kt ry wynosi I = 1.8
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4 Rozwijzanie iteracyjne

W tym rozdziale wprowadzimy metodf pozwalajjcj rozwijza¢ numerycznie r wnania Naviera{
Stokesa dla cieczy nie-ci-liwej bez powierzchni swobodnej. Korzystajjc z om wionych wcze-niej
metod numerycznych, przedstawimy schemat konstrukcji oraz algorytm SIMPLE. Nastfpnie,
po om wieniu sposobu uwzglfdnienia warunk w brzegowych we wprowadzonym algorytmie,
przeprowadzimy pierwsze testy sprawdzajjce poprawno-¢ kodu obliczeniowego.

W roku 1972 S. Patankar i D. Spalding wprowadzili metodf SIMPLE?® [39] iteracyjnego
rozwijzania r wna« Naviera{Stokesa. Metoda ta zostanie wykorzystana do rozwijzania pro-
blem w dynamiki cieczy nie-ci-liwej bez powierzchni swobodnej, a w nastfpnych rozdzia“ach
zajmiemy sif jej rozszerzeniem o -ledzenie i uwzglfdnianie powierzchni swobodnej cieczy.

4.1 Metoda korekcji ci-nienia

Celem oblicze« jest, dla zadanych warunk w poczjtkowych u"(r) oraz p"(r), wyznaczenie
p | prfdko-ci u"*(r) oraz ci-nienia znormalizowanego p"*1(r) w kolejnym kroku czasowym.
W przypadku cieczy nie-ci-liwej, dla kt rej kompletny opis dynamiki cieczy dany jest przez
r wnania Naviera{Stokesa w formie zachowawczej (6) i (7), czfsto spotykanym podej-ciem
do rozwijzania zagadnienia sj tzw. metody iteracyjne na ci-nienie. W celu wyprowadzenia
prostego zwijzku ci-nienia z prfdko-cij dzia“*amy operatorem r na r wnanie (6), co przy

wykorzystaniu przemienno-ci operator w % i r daje nastfpujjce wyra»enie [16]:

r’p= r (U Nu: (51)

R wnanie (51) pozwala obliczy¢ pole ci-nie« p dla znanego rozk*adu prfdko-ci u. W praktyce
jednak wygodniejsze okazuje sif postfpowanie odwrotne (bfdjce g“ wnym za“o»eniem metod
korekcji ci-nienia, w tym metody SIMPLE [16, 39]) w kt rym zak“ada sif poczjtkowj, tzw.
pr bnj posta¢ pola ci-nienia p . Nastfpnie przy pomocy dyskretnej postaci r wna« (11) oraz
(12) wyliczona zostaje odpowiadajjca ci-nieniu p prfdko-¢ pr bna u . Z uwagi na pr bny"
charakter ci-nienia p , gdzie poszczeg Ine warto-ci wfz“owe zosta“y odgadniftel’, w pierwszym
kroku wyliczone prfdko-ci u prawie na pewno nie bfdj spe“nia¢ r wnania cijg“o-ci dla cieczy
nie-ci-liwej (10). Przy pomocy r wnania (51) wyznaczamy nowe warto-ci wfz“owe pola ci-nienia
przyjmujjc u = u . Cykliczne powtarzanie tego procesu pozwoli uzyska¢, w kolejnych krokach
iteracji, pola prfdko-ci coraz bli»sze rozwijzaniu, dla kt rego spe“nione jest r wnanie cijg“o-ci.
Przy za“o»eniu, »e »jdana dok"adno-¢ osijgnifta zosta‘a w n + 1 kroku iteracji, wprowadzi¢
mox»emy poprawki do prfdko-ci u':

u™l=u + (52)
oraz do ci-nienia [16]:
rp"t=rp + rp” (53)

Pola ci-nienia p"*! oraz prfdko-ci u"*' wyra»one przez warto-ci pr bne oraz odpowiednie
poprawki, spe“niajj r wnania Naviera{Stokesa dla cieczy nie-ci-liwej. Przedstawione wy»ej
postfpowanie stanowi¢ bfdzie podstawf do wyprowadzenia algorytmu SIMPLE.

16ang. Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations
"W dalszych krokach iteracji za ci-nienie pr bne p przyjmuje sif rozk“ad pochodzjcy z poprzedniego kroku
czasowego.
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4.2 Metoda SIMPLE

W celu konstrukcji algorytmu obliczeniowego wykorzystujjcego iteracyjnj metodf poprawia-
nia ci-nienia, podstawmy wielko-ci z n + 1 kroku czasowego wyra»one r wnaniami (52) oraz
(53) do uk“adu r wna« Naviera{Stokesa (6) oraz (7) przyjmujjc u = u"*!, p = p"**. Po
Kilku przekszta“ceniach®® otrzymujemy zwijzek pomifdzy poprawkj do ci-nienia, a prfdko-cij
pr bnj:

1
rip' = —ru (54)

Z r wnania (54) wida¢, »e w przypadku pola prfdko-ci pr bnej spe“niajjcego r wnanie cijg“o-ci
poprawka do ci-nienia znika, co ko«czy proces iteracyjny. W praktyce przyjmuje sif mo»liwe
pewne wzglfdne odchylenia od tego warunku, jednak na tyle ma‘“e, by osijgnj¢ zbie»ny proces
iteracyjny.

un
il el
Vn | Vn }
I
Y I ‘ ‘
o o @
| pn | uw p\P uce pe‘ ue
I I I
I I } I
* % vl ___1
Ve UW} Vee UYe } Ve ¥y
| p |
re
lL__re __ _ ] us
Vs
a) b)

Rysunek 13: Obszary kontrolne ca“kowania r wna« dynamiki cieczy: a) dla kierunku x, b) dla
kierunku y.

W celu konstrukcji schematu SIMPLE wprowad, my tzw. obszar kontrolny jak pokazano to
na rysunku 13, dla kt rego przeprowadzona zostanie dyskretyzacja r wna« Naviera{Stokesa z
u»yciem schemat w z poprzedniego rozdzia“u. Wykorzystamy notacjf u»ytj w [16, 39] zapisujjc
r wnania dynamiki (11) oraz (12) w postaci

e;w;s

AycUc = au +b+ (P, Pe)Ae; (55)

e;w;s

dycVe = av +b+ (pp Pn)An; (56)

gdzie A = xoraz A, = Yy sj rozmiarami -cian obszar w kontrolnych®®,

1857¢czeg “y wspomnianych wyprowadze« mo»na znale,,¢ m.in. w [3, 16, 39].
OW przypadku tr jwymiarowym przyk“adowo wsp “czynnik A, = X  z jest polem powierzchni ciany
obszaru kontrolnego.
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W r wnaniu (55) wsp “czynniki a sj r wne:

A = ay = . an = le X; as = le X; ayg=Ue V,;
e — QGAw — X! n — y 2 n ) S — y 2S ) u — Ye y1
Aue = A +ay +a,+as+a, +0b:
Podobnie w r wnaniu (56) dla kierunku y:
a y lu X ay = y+1u aph = as = x. ay =Vnp X
€ X 2 e y1 W T X 2 W y n — 4s — y1 vV — Vn 1

avc =8 +aytap+as+a, +b

gdzie:

Podana wy»ej posta¢ wsp “czynnik w wystfpujjcych w r wnaniach (55) oraz (56) wynika
bezpo-rednio z dyskretyzacji cz‘on w r »niczkowych r wna« Naviera{Stokesa z u»yciem poka-
zanego na rysunku 13 obszaru kontrolnego [16, 38].

Do wielko-ci pr bnych p oraz u r wnania (55) oraz (56) przyjmj postac:

WS
dycU, = au +b+ (pp pe)Ae; (57)

e;w;s

avcV, = av +b+(p, ppAn: (58)

W celu wyznaczenia poprawek do prfdko-ci, odpowiadajjcych wprowadzonemu rozk“adowi
pr bnego pola ci-nienia, u»yjemy wzoru na ci-nienie skorygowane, bfdjce sumj ci-nienia pr b-
nego p oraz poprawki p:

p=p +p" (59)

Po podstawieniu r wnania (59) oraz r wna« na poprawki prfdko-ci (52) do (55) oraz do (56)
I odjfciu stronami r wna« (57) i (58), otrzymamy nastfpujjce wyra»enia na poprawki do
prfdko-ci pr bnych [16]:

g R U+ p)AL 60
Aucle = au +(p Pe)Ae; (60)

e, WS

AVl = aVvi+(py,  PhAn: (61)
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Wyliczanie poprawek do prfdko-ci by“oby zadaniem trudnym ze wzglfdu na wyrazy pod zna-
kiem sumowania wystfpujjce w powy»szych r wnaniach. W literaturze omawiajjcej metodf
SIMPLE [16, 38, 39] odrzuca sif te wyrazy, a uproszczenie to nie wp“ywa w »aden spos b na
ko«cowe rozwijzanie procesu iteracyjnego [38]. Otrzymujemy wifc nastfpujjce wyra»enia na
poprawki prfdko-ci:

Ae

Ug == Pe); (62)
An

vi= 20 e (63)

4.2.1 Algorytm obliczeniowy

Wyprowadzone w poprzednim podrozdziale zale»no-ci pomifdzy prfdko-ciami i ci-nieniem, ich
warto-ciami pr bnymi oraz poprawkami pozwoli nam zapisa¢ kolejne kroki algorytmu oblicze-
niowego metody SIMPLE [38]:

a) wyznaczenie poczjtkowych (wstfpnych) warto-ci wfz“owych pola p ,

b) wyliczenie prfdko-ci u oraz v odpowiadajjcych ci-nieniu pr bnemu przy pomocy pe*-
nych r wna« dynamiki (55) oraz (56),

¢) rozwijzanie r wnania Poissona (54) na poprawkf p' do ci-nienia,
d) obliczenie nowego ci-nienia p przy pomocy wzoru (59),

e) wyznaczenie nowych warto-ci u oraz v z r wnania (52) przy u»yciu (62) oraz (63) do
wyliczenia warto-ci u’ i V'.

f) kontynuacja procesu iteracyjnego tak d“ugo jak r u > " za ci-nienie pr bne przyjmujjc
p=p

4.2.2 Kryteria stabilno-ci

Warunki stabilno-ci nak“adajj ograniczenie na krok czasowy t u»yty w schemacie numerycz-
nym. Ich spe“nienie w ka»dym kroku czasowym gwarantuje otrzymanie stabilnego rozwijzania
[11, 35].

Podstawowym Kkryterium stabilno-ci jest czfsto wystfpujjce w literaturze dotyczjcej obli-
cze« numerycznych tzw. kryterium Couranta-Friedrichsa-Levy’ego (CFL) [11]:

t<-—; 64

0 (64)

gdzie =T Xx; yg jest rozmiarem siatki obliczeniowej w odpowiednim kierunku, juj jest
d“ugo-cij wektora prfdko-ci?®. R wnanie (64) posiada prostj interpretacjf: w jednym kroku
czasowym przep“yw elementu cieczy wyra»ony przez prfdko-¢ juj nie mo»e przenie-¢ w“a-
-ciwo-ci cieczy o wifcej ni» jednj kom rkf obliczeniowj. W przypadku cieczy opisywanej z

20K ryterium CFL mo»na r wnie» wyrazi¢ przez uwzglfdnienie osobno kolejnych sk“adowych wektora prfd-
ko-ci, zamiast jego d“ugo-ci.
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uwzglfdnieniem cz“onu lepko-ciowego, wprowadza sif r wnie» dyfuzyjny warunek stabilno-ci
[15, 35, 48], kt ry za zapiszemy w postaci:

1 x2 y? Re
t<-—————— 65
2 X2+ y22 (©5)
Kryterium stabilno-ci (65) wynika z jawnej dyskretyzacji r wna« Naviera{Stokesa i opisuje
lokalne kryterium stabilno-ci von Neumanna [35].

4.2.3 Zmienny krok czasowy

W celu zapewnienia stabilno-ci rozwijzania r »nicowego stosujemy technikf zmiennego kroku
czasowego [35]. U»ywajjc kryteri w stabilno-ci wyprowadzonych w poprzednim podrozdziale
zapiszemy wyrax»enia na maksymalny krok czasowy dla ka»dego z wymienionych kryteri w.
Nastfpnie zmody kujemy procedurf numerycznj tak, by wykonywa“a poszczeg Ine kroki ite-
racyjne nie przekraczajjc zadanych kryteri w stabilno-ci. W praktyce do kryterium CFL wy-
ra»onego wzorem (64) wprowadza sif parametr wzmacniajijcy cgL:

X

ty = - - 66

u CFL jUman] ( )
y

t, = - - 67

Y CFL JVmaxJ ( )

gdzie 0 < gL < 1. Mody kujjc parametr cgi moxemy wp“ynij¢ na wielko-¢ kroku cza-
sowego w przeprowadzanych obliczeniach, gdy» kryterium CFL pomimo, »e jest koniecznym,
nie zawsze jest wystarczajjcym warunkiem stabilno-ci rozwijzania numerycznego [15]. Po-
dobnie zapiszemy wzorem wyrax»enie na maksymalny krok czasowy spe“niajjcy kryterium von
Neumanna (65):

1 x* y? Re,
Re= e+ y 2 (68)
Korzystajjc z (66), (67) i (68) zapisa¢ mo»emy wyra»enie na maksymalny stabilny krok czasowy

symulacji przep“ywu z uwzglfdnieniem lepko-ci cieczy:

Tmax = minf t,; t,; trel; (69)

gdzie 0 < < 1 jest parametrem wzmacniajjcym zadane kryterium stabilno-ci. Spe“nienie
kryterium wyra»onego wzorem (69) postulujemy dla ka»dego kroku czasowego i dla wszystkich
prfdko-ci u oraz v siatki obliczeniowej. Wprowad,, my oznaczenia: tmnax - maksymalny rozmiar
kroku czasowego wyliczony z r wnania (69), t - krok czasowy symulacji. Pomifdzy dwoma
krokami iteracyjnymi w celu spe“nienia warunku stabilno-ci nale»y wykona¢ nastfpujjce czyn-
no-ci:

a) oblicz  tmax, Z wzoru (69)

b) czy t< thax je-litaki t= t 2,je-linies t= 1t=2
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Procedura powy»sza jest jednj z najprostszych implementacji techniki zmiennego kroku
czasowego. Jednj z potrzebnych w dalszej czf-ci pracy cech algorytmu SIMPLE bfdzie nie-
zmienno-¢ kroku czasowego na poziomie jednej iteracji algorytmu. Poszczeg Ine kroki algoryt-
mu metody SIMPLE bfdj wtedy wykonywane kilka razy, a liczba wywo“a« zale»e¢ bfdzie od
rozmiaru kroku czasowego (czyli wifcej wywo“a« dla zmniejszonego przez kryteria stabilno-ci
kroku czasowego t).

4.3 Walidacja kodu SIMPLE

W celu sprawdzenia poprawno-ci proponowanej procedury numerycznej opartej na schemacie
iteracyjnym i metodzie SIMPLE przeprowadzimy symulacjf dw ch standardowych problem w
dynamiki cieczy, dla kt rych znane sj wyniki analityczne lub dok“adne rozwijzania nume-
ryczne. Rozwijzanie zagadnie« Driven-Lid Cavity ow oraz Couette ow pozwoli sprawdzi¢
wprowadzony w poprzednim podrozdziale algorytm numerycznego rozwijzania r wna« prze-

p“yWu .

4.3.1 Driven-Lid Cavity ow

Pierwszym z problem w, kt rego rozwijzaniem sif zajmiemy jest Driven-Lid Cavity ow, czyli
rozwijzanie problemu zachowania sif cieczy nie-ci-liwej w dw ch wymiarach przestrzennych
wewnjtrz kwadratowej komory. Zak“adamy, »e z czterech -cian ograniczajjcych ca“y uk“ad,
g rna porusza sif z prfdko-cij poziomj u = up = const, jak zaznaczono to na rysunku 14.
Nasze wyniki kodu numerycznego por wnamy m.in. do danych uzyskanych w oparciu o metody
niejawne i spektralne [6].
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Rysunek 14: Model przep“ywu cieczy przez komorf, kt rej g rna -ciana porusza sif ze sta“j
prfdko-cij poziomj u = ug

Symulacjf problemu zde niowanego jak na rysunku 14 przeprowadzimy na siatce oblicze-
niowej o rozmiarze 81 81, kierujjc sif warunkami zadanymi przez pracf [6].

Na rysunku 15 narysowane zosta“y tzw. linie prjdu dla rozwijzania zagadnienia Driven
Cavity przy liczbach kryterialnych Re = 400 oraz Re = 5000 metodj SIMPLE opisanj w
poprzednich podrozdzia“ach. Ze wzglfdu na to, »e metoda, kt rj omawiamy, u»ywa do opisu
zmiennych prymitywnych u;v; p, konieczne by“o wyliczenie funkcji pridu z r wnania Poisso-
na (48), wcze-niej wyznaczajjc numerycznie rozk*ad wirowo-ci wprost z r wnania (47). Dzifki
temu podej-ciu mogli-my bezpo-rednio narysowa¢ linie prjdu - czyli linie okre-lajjce sta“j
warto-¢ funkcji prijdu, jak pokazano na rysunku 16. Wida¢ wyra,,nie, »e osijgnifta zgodno-¢
z wynikiem literaturowym dla dw ch r »nych liczb Reynoldsa jest bardzo dobra, a niewiel-
kie odstfpstwa wynikajj z niedok*adno-ci numerycznych procedur wyliczania funkcji pridu i
wirowo-ci na brzegach obszaru. Pokazane na rysunku 15 wyniki dla r »nych liczb Reynoldsa
wykazujj zgodno-¢ z wynikami literaturowymi [6, 34, 50].
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0

Rysunek 15: Obliczenia (strona lewa), wynik z [6] (strona prawa) Re = 400 (g ra), Re = 5000
(d “), siatka8l 81, x= y=42
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Rysunek 16: Warto-ci prfdko-ci poziomych na linii x = 0:5 (strona lewa) oraz pionowych
na linii y = 0:5 (strona prawa) dla metody SIMPLE przy u»yciu schemat w konwekcyjnych:
centralnego i "pod prjd". Por wnanie z obliczeniami [6], dla: Re =5000,81 81, x= y=
1

ﬁ.

Dodatkowo w celu dok“adniejszego zbadania poprawno-ci otrzymanego rezultatu, na wy-
kresie 16 zaznaczony zosta® pro | prfdko-ci poziomej dla linii x = 0:5 oraz prfdko-ci pionowej
na prostej y = 0:5. Obliczenia przeprowadzone zosta“y dla liczby Re = 5000 przy pomocy
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dw ch schemat w dyskretyzacji cz*on w konwekcyjnych - centralnego oraz pod prjd”. Na
wykresie wida¢, »e otrzymane rezultaty odbiegajj nieznacznie od wynik w przedstawionych
w [6], oraz »e wifkszj dok“adno-¢ otrzymali-my przez symulacjf z ca“kowaniem centralnym
cz"onu konwekcji. Okazuje sif, »e sztuczna dyfuzja wprowadzana do rozwijzania numeryczne-
go przez schemat r »nicowy pod prijd" jest na tyle du»a, »e wyg“adza znacznie otrzymywane
rezultaty. Minima, oraz maksima prfdko-ci poziomej w przypadku schematu pod prijd" odbie-
gajj znacznie bardziej, od warto-ci dok“adnej”, ni» w przypadku metody centralnej. Nale»y
zwr ci¢ uwagf, »e schemat centralny nie wprowadzi“ do rozwijzania efekt w oscylacyjnych.
W przypadku wystjpienia oscylacji metoda pod prjd" by“aby du»o bardziej efektywna od
schematu centralnego.

4.3.2 Couette Flow

Drugim problemem, kt ry rozpatrzymy, jest dwuwymiarowy przep“yw cieczy pomifdzy dwoma
ograniczajjcymi -cianami (g rna i dolna), z kt rych jedna porusza sif ze sta“j prfdko-cij
U = U, [33]. Zagadnienie to zosta“o przedstawione na rysunku 17.

YA I —p

Rysunek 17: Zagadnienie przep“ywu przez obszar ograniczony -ciankj nieruchomj (-ciana dolna
u = 0) oraz -ciankj ruchomj (-ciana g rna u = up).

Celem oblicze« jest wyznaczenie pro lu prfdko-ci u pomifdzy -cianami ograniczajjcymi
przep“yw. Zagadnienie to wybrane zosta“o ze wzglfdu na znane rozwijzanie analityczne, kt re
pozwoli zwery kowa¢ kod numeryczny implementujjcy metodf SIMPLE [3]:

u(y) = % Y (70)

gdzie u(y) jest szukanym rozk“adem prfdko-ci poziomej pomifdzy -ciankami ograniczajjcymi,
y jest odleg“o-cij od -cianki dolnej, D jest odleg“o-cij pomifdzy -ciankami, a -cianka g rna
porusza sif z prfdko-cij u = ug. Rozwijzanie analityczne (70) uzyskane zosta“o przy zastoso-
waniu szeregu uproszcze« wyj-ciowego modelu [3, 33].

W celu przeprowadzenia symulacji rozwijzujjcej problem przedstawiony powy»ej, za“o-
»yli-my nastfpujjce warunki brzegowe: dla -ciany g rnej zak“adamy sta“j prfdko-¢ poziomj
u = 1:0, dla -ciany dolnej obie sk“adowe prfdko-ci sj r wne zeru (przep“yw bez po-lizgu). W
przypadku lewej -ciany ograniczajjcej przep“yw zak“adamy tzw. warunek swobodnego wp“y-
wu cieczy (in ow), a na -cianie prawej tzw. warunek wyp“ywu cieczy (out ow). Warunki te
jednoznacznie wyra»one Sj przez r wnania:

u=10; v=0 -cilanka g rna;

u=0;, v=0 -cianka dolna;

p=0;, u= g—i =0 v= —cianka lewa  (in ow); (71)
_ _ Ou _ _ov_ .

p=0;, u= 0x 0 u= 0x 0 -cianka prawa (out ow):
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Przeprowadzona zosta“a symulacja problemu Couette Flow dla obszaru podzielonego na 40x20
kom rek dla liczby Re = 100. W rozwijzaniu analitycznym postaci (70) przyjmujemy D =1,
przyjmujjc r wnie» poziomy rozmiar obszaru symulacji za r wny 2. W celu pokazania zbie»no-
-Ci otrzymywanego rezultatu, zebrane zosta“y wyniki reprezentujjce pro | prfdko-ci poziomej
na pionowej linii przecinajjcej obszar symulacji w dowolnym punkcie?! na osi x, dla r »nych
krok w iteracji metody SIMPLE.

1
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Rysunek 18: Pro | prfdko-ci poziomej dla problemu Couette Flow dla Re = 100. Rozwijzanie
dla r »nej liczby iteracji k. Rozwijzanie dla k = 4000 zgodne z analitycznym.

Na wykresie 18 przedstawione zosta“y wyniki przeprowadzonych oblicze«. Wida¢ wyra,,nie,
»e rozwijzanie numeryczne zbiega w kolejnych krokach czasowych do rozwijzania analitycz-
nego, uzyskujjc charakter stacjonarny oko“o k = 4000 kroku iteracyjnego. Do-¢ duxa liczba
krok w iteracyjnych potrzebnych do uzyskania wyniku dok“adnego jest konsekwencjj przyjf-
cia do-¢ niskiej liczby Re wprowadzajjcej dyfuzjf spowalniajjcj szybko-¢ zmian prfdko-ci w
procesie obliczeniowym.

W przypadku badanego przep“ywu, kt rego rozwijzanie analityczne znamy, do-¢ intere-
sujjcym przypadkiem bfdzie start symulacji z losowego rozk“adu pola prfdko-ci pionowej v.
Oczekujemy bowiem [27, 33], »e dla dowolnie zadanego rozk“adu pola v powinno ono zosta¢
wyzerowane, a niezale»nie od tego pole prfdko-ci poziomej zbiega¢ powinno do wyniku, jak
pokazano na wykresie 18.

Na rysunku 19 pokazane zosta“y wykresy prfdko-ci poziomej i pionowej w obrfbie ca“ej
siatki obliczeniowej dla przypadku losowego rozk“adu prfdko-ci pionowej v. Nale»y zwr ci¢
uwagf, »e skale osi z na poszczeg Inych krokach iteracyjnych przy wynikach dla prfdko-ci pio-
nowej sij r »ne od siebie nawet o kilka rzfd w. Wida¢ wyra,,nie, »e zgodnie z rozwijzaniem
analitycznym pole prfdko-ci pionowej nie wykazuje odstfpstw od zera w ca“ym obszarze. Wi-
doczne uktuacje na poziomie v = 10 ® mo»na przyjj¢ za wynik ograniczonej dok“adno-ci
liczb w zapisie numerycznym. Dodatkowo test ten pokaza“, »e otrzymujemy jednolite rozwij-
zanie w obrfbie ca“ego obszaru symulacji, co r wnie» jest zgodne z rozwijzaniem analitycznym
i dodatkowo wery kuje kod numeryczny u»yty do oblicze«.

217 uwagi na jednowymiarowy charakter zjawiska wyb r punktu do reprezentacji wynik w nie ma znaczenia.
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Rysunek 19: Wykresy prfdko-ci poziomej (kolumna lewa) oraz prfdko-ci pionowej (kolumna
prawa) dla losowego rozk*adu prfdko-ci v w pierwszym kroku czasowym.
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5 Powierzchnia Swobodna Cieczy

W celu symulacji powierzchni swobodnej skonstruowa¢ nale»y metodf jej -ledzenia, pozwa-
lajici na uwzglfdnienie specy cznych warunk w brzegowych nak“adanych na granicy dw ch
o-rodk w. Zadanie to jest bardzo skomplikowane, gdy» mamy do czynienia z zagadnieniem
warunk w brzegowych dla brzeg w poruszajjcych sif. W zakresie zjawisk omawianych w ni-
niejszej pracy, za [11, 38, 48] ograniczymy rozwarania do przypadku cieczy znajdujjcej sif
w zbiorniku wype“nionym pr »nij. Do -ledzenia powierzchni swobodnej wybrany zosta“ algo-
rytm MAC, kt ry z jednej strony pozwoli“ na dok“adnj reprezentacjf geometrii cieczy na siatce
r »nicowej typu Eulera, a z drugiej pozwoli“ na efektywnj symulacjf jej zmian.

Z uwagi na skomplikowane zachowanie powierzchni swobodnej (wystfpowanie zjawisk ta-
kich jak rozbryzgi, “amanie sif fal [31, 40]), w literaturze spotka¢ mo»na wiele metod pozwalaj -
cych na jej reprezentacjf, posiadajjcych r »ne cechy i zastosowania [23]. Historycznie, pionier-
skj pracj omawiajjcj zagadnienia symulacji cieczy z powierzchnij swobodnj by“a [21], gdzie
F. Harlow i E. Welch z grupy T-3 laboratorium w Los Alamos zaprezentowali pierwszj posta¢
metody czjstek znaczonych (ang. The MAC Method), wprowadzajjcej do algorytmu oblicze-
niowego bezmasowe czjstki reprezentujjce geometrif cieczy na siatce obliczeniowej. Czjstki te
u»ywane sj do wyznaczania obszar w zajftych przez ciecz, co pozwala odpowiednio oznaczy¢
kom rki siatki obliczeniowej: jako pe“ne, puste lub powierzchniowe. Nastfpnie w ka»dym kroku
symulacji korzystajjc z oznacze« siatki obliczeniowej nak“adane sj odpowiednie warunki brze-
gowe na kom rki oznaczone jako powierzchniowe. Metoda MAC, dzifki swojej uniwersalno-ci,
by“a u»ywana i rozwijana przez wiele lat ewoluujjc do postaci spotykanej dzi- [10, 35]. Jednym
z ogranicze«, jakie nios“a ona ze sobj, by“o ogromne zapotrzebowanie na pamif¢ operacyjnij
oraz moc obliczeniowj, kt rej z trudem sprosta¢ mog“y wczesne komputery. Naturalnj kon-
sekwencjj tych ogranicze« by“o powstanie metod pr bujjcych zmniejszy¢ zapotrzebowanie na
zasoby komputera. Pojawi“y sif na przyk“ad podej-cia ograniczajjce wystfpowanie czjstek
tylko w miejscach szczeg Inie interesujjcych ze wzglfdu na charakter badanych zjawisk lub
tylko przy powierzchni swobodnej cieczy [8, 4].

Metody -ledzenia powierzchni cieczy ewoluowa“y r wnie» w kierunku kompletnej eliminacji
czjstek znaczonych, jako no-nika informacji o geometrii cieczy - takich jak metoda VOF (ang.
Volume-of-Fluid) [22, 37]. W metodach opartych na VOF, do reprezentacji cieczy konstruuje
sif dodatkowe pole skalarne o rozdzielczo-ci takiej jak siatka u»yta do symulacji. Pole to zawiera
warto-ci nie-ca“kowite od 0 do 1, gdzie 0 oznacza brak cieczy w kom rce, a 1 kom rkf wype*“-
nionj cieczj. Tego typu opis wydaje sif by¢ du»o wygodniejszy od metody MAC ze wzglfdu
na brak potrzeby wprowadzania dodatkowych obiekt w do algorytmu (takich jak czjstki zna-
czone). Najwifkszj niedogodno-cij metod VOF jest jednak rekonstrukcja powierzchni cieczy
z dostfpnych danych (pole skalarne) [23].

Dla potrzeb niniejszej pracy, do reprezentacji powierzchni swobodnej cieczy, wybrana zo-
sta“a metoda czjstek znaczonych - bfdjca dobrym kompromisem pomifdzy prostotj, efektyw-
no-cij i uniwersalno-cij [32, 35]. Podstawowe ograniczenie metody MAC, czyli wzglfdnie du»e
zapotrzebowanie na zasoby komputera powoli przestaje mie¢ znaczenie. Rozw j technologiczny,
jaki dokona“ sif od czasu wprowadzenia metody (lata 60’) pozwoli“ na kontynuowanie bada«
w tym kierunku. Dlatego jednym z g“ wnych cel w niniejszej pracy, bfdzie pr ba po“jcze-
nia algorytmu numerycznego SIMPLE [39] z uniwersalnj i wzglfdnie prostj w implementacji
metodj MAC [21, 35].
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5.1 Czjstki znaczone

Czjstkf znaczonj de niujemy jak obiekt nie zyczny, nie posiadajjcy masy, reprezentujjcy
zbi r (skupisko) czjsteczek tworzjcych ciecz [21]. Zak*adamy, »e czjstki znaczone wprowadzo-
ne zosta“y do algorytmu jedynie w celu -ledzenia zmian geometrii cieczy i ich ruch nie wp“ywa
bezpo-rednio na przebieg procesu symulacji. Po-rednio, przesunifcie czjstek mo»e spowodowa¢
zmianf oznacze« kom rek w siatce numerycznej, co wp“ynie na posta¢ warunk w brzegowych.
Tak zde niowane czjstki w chwili poczjtkowej symulacji wprowadzane sj do modelu i roz-
mieszczone zgodnie z geometrij cieczy w chwili poczjtkowej. W trakcie symulacji, na koniec
kroku obliczeniowego, sj one przesuwane zgodnie z lokalnj prfdko-cij, zmieniajjc w ten spos b
kszta“t powierzchni swobodnej, kt rj reprezentujj.

B

Rysunek 20: Powierzchnia cieczy (strona lewa) i odpowiadajjca jej kon guracja czjstek zna-
czonych na siatce r »nicowej Eulera. Oznaczenia kom rek: B) brzegowa, F) pe“na cieczy, S)
powierzchniowa, E) pusta.

Na rysunku 20 pokazana zosta“a kon guracja obszaru symulacji cieczy z powierzchnij swo-
bodnj wyznaczonj przez czjstki znaczone. Zde niujmy cztery rodzaje kom rek na siatce z
odpowiednimi oznaczeniami:

kom rki nie zawierajjce czjstek znaczonych oznaczamy jako puste C_ EMP,

kom rki zawierajjce czjstki znaczone i sjsiadujjce z kom rkami pe“nymi oznaczamy jako
pe‘ne C_FUL,

kom rki zawierajjce czjstki znaczone i sjsiadujjce przynajmniej z jednj kom rkj pustj
oznaczamy jako powierzchniowe C_SUR,

kom rki brzegowe C_BND

W dalszej czf-ci tego rozdzia“u zajmiemy sif wyprowadzeniem warto-ci brzegowych p |
prfdko-ci i ci-nienia na ruchomej powierzchni cieczy. Nastfpnie poka»emy, jak wyznaczy¢ ruch
czjstki znaczonej przy za“o»eniu znajomo-ci pola wektorowego prfdko-ci.

5.2 Warunki brzegowe na powierzchni cieczy

Whprowadzona klasy kacja kom rek pozwala na wyznaczenie miejsc na siatce r »nicowej, w
kt rych znajduje sif warstwa oddzielajjca dwa o-rodki mifdzy sobj (kom rki powierzchnio-
we). Rozwa»my problem z rysunku 20, gdzie pewna ciecz (oznaczmy jj przez 1) graniczy z
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cieczj o innych w“a-ciwo-ciach zycznych (oznaczmy jj przez 2). Przy rozwijzaniu numerycz-
nym tego typu zagadnienia powstaje problem wyliczenia prfdko-ci i ci-nienia na powierzchni
oddzielajjcej obie ciecze od siebie. Ze wzglfdu na r »ne w“a-ciwo-ci zyczne obu substan-
cji - r wnania Naviera{Stokesa nie mogj by¢ bezpo-rednio rozwijzane w okolicach warstwy
brzegowej (powierzchni swobodnej).

Si“a wypadkowa dzia“ajjca na powierzchnif swobodnj cieczy ma kierunek normalnej do
tej powierzchni, a jej warto-¢ jest proporcjonalna do stopnia jej zakrzywienia [15]. Przyjmijmy
de nicjf tensora naprf»e« T w cieczy [15, 16]:

T=( p+ r wl+2 E; (72)

gdzie p jest ci-nieniem elementu cieczy, jest lepko-cij dynamicznj cieczy, a lepko-cij
objfto-ciowj. E jest symetrycznym tensorem prfdko-ci odkszta“ce«, kt ry wyrazi¢ mo»emy w
dwuwymiarowym Kkartezja«skim uk“adzie wsp “rzfdnych w postaci macierzowej [16]:

Gu 1 Gu Gv
_ @x 2 0y @x .
E‘gl v, Bu v § (73)
2 0Ox @y oy

W przypadku cieczy nie-ci-liwej (¥ u = 0) r wnanie (72) przyjmie postac¢:
T= pl+2 E; (74)

kt ri wykorzystamy nastfpnie do wyliczenia si“y dzia“ajjcej mifdzy warstwj oddzielajjcj dwie
ciecze od siebie. Wyra»enie na si“f dzia“ajjcij mifdzy dwoma o-rodkami o innych w“a-ciwo-
-ciach zycznych wprowadzi* Landau [28]. Mo»na je przedstawi¢ w postaci [15, 16]:

1
(T(l) T(2)) n= F;L + F;L n; (75)
1 2

gdzie: T2 sj tensorami, odpowiednio, cieczy 1i2, jestwsp “czynnikiem napifcia powierzch-
niowego sta“ym dla okre-lonych cieczy, R wyra»a promie« krzywizny warstwy powierzchniowej.
We wstfpie wspomnieli-my, »e jednym z za“o»e«, jakie przyjmiemy, jest umieszczenie cieczy
w zbiorniku wype“nionym pr »nij (T® > = 0). Przyjmijmy, »e ciecz jest reprezentowana
przez o-rodek 1 z rysunku 20, a pr »nia przez o-rodek 2 (czyli T® = 0). Za* »my r wnie»,
brak napifcia ( = 0) na warstwie powierzchniowej [15, 48], co pozwoli zapisa¢ r wnanie (75)
W uproszczonej formie:

TO n=0: (76)

Po rozwinifciu tensora T® wg wzoru (74), w dwuwymiarowym kartezja«skim uk“adzie odnie-
sienia otrzymujemy dla zmiennych bezwymiarowych r wnanie:

o 11
el X y X — 0
0 - n+Reg @_v+@_u 2@_v gn 0: (77)
@x @y Oy
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Warunki brzegowe, jakie postulujemy na powierzchni cieczy swobodnej, to znikanie sk*adowej
prostopad‘“ej i r wnoleg“ej naprf»enia wyra»onego przez (77). Przyjmujic, »e n = (ny; ny)T jest
wektorem normalnym, a m = (my; my)" r wnoleg“ym do powierzchni swobodnej otrzymujemy
nastfpujjce r wnania [45]:

m n=0" (78)

opisujjce warunki znikania obu sk“adowych naprf»enia na powierzchni. Na mocy (74) - (78)
otrzymamy [15, 45]:

. 2 Q@u, Ou  @v ev , _ .
Re ax™ " gy Tax Mgy =0 )
@u @u @V! v
2@—anmx + @ + ax (nymy +nymy) + Z@nymy =0: (80)

Spe“nienie warunk w wyra»onych wzorami (79) i (80) zapewni poprawno-¢ warunk w brzego-
wych na powierzchni swobodnej dla przyjftych za“o»e«.

5.2.1 Kon guracje kom rek powierzchniowych

W przypadku symulacji dwuwymiarowej kom rki powierzchniowe mogj znale,¢ sif w 15 r »-
nych pozycjach wzglfdem sjsiadujjcych pustych kom rek, jak pokazano to na rysunku (21),
gdzie zaznaczone zosta“y r wnie» punkty wfz“owe prfdko-ci pionowej (tr jkjty) i poziomej
(k “ka). Punkty te w procesie symulacji nie sj dobrze okre-lone wprost z r wna« Naviera{
Stokesa. Nale»y wyznaczy¢ je korzystajjc z warunk w brzegowych wprowadzonych w poprzed-
nim podrozdziale. Niezaznaczone na rysunku ci-nienie na granicy dw ch o-rodk w wyliczane
bfdzie w centrach kom rek powierzchniowych.

Z uwagi na podobie«stwo czf-ci kon guracji przedstawionych na rysunku (21) rozwa»ania
ograniczymy do pifciu wyr »nionych przypadk w (r wnania dla reszty przypadk w konstruuje
sif je analogicznie).

Kolejnym przybli»eniem, jakie przyjmiemy za [15, 45], jest za“o»enie, »e w obrfbie kom rki
obliczeniowej powierzchnia swobodna le»y prawie r wnolegle do brzeg w kom rek siatki obli-
czeniowej. Dzifki temu mo»na przyji¢, »e odpowiednie pary sk*adowych wektor w ny, my lub
Ny, My si bardzo ma“e i mo»na je pominj¢ w r wnaniach (79) i (80).

W przypadku kom rki powierzchniowej z jednym sjsiadem pustym (sytuacja a) z rysunku
21) otrzymujemy z (79):

2 Qu
Re@x
co jednoznacznie de niuje warto-¢ ci-nienia w kom rce powierzchniowej. Po dyskretyzacji
otrzymujemy warto-¢ ci-nienia w kom rce powierzchniowej (i; j):

(81)

» 2 Ui+0:5;j Uj 055 .
17 Re X ’ )
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Rysunek 21: Mo»liwe kon guracje u“o»enia kom rki powierzchniowej (S) wzglfdem kom rek
pustych (E) oraz pe“nych i powierzchniowych (bez oznaczenia).

W celu wyliczenia nieznanej prfdko-ci na brzegu mifdzy kom rkj S, a E u»yjemy r wnania
cijg“o-ci (10), korzystajjc z postaci dyskretnej (18). Dla omawianej sytuacji, szukana prfdko-¢
Vi;j+0:5 WYNOSi:

_ y .
Vi;j+0:5 - Vi;j 05+ 7X(ui+0:5;j Uj O:5;j)- (83)

W podobny spos b wyznaczamy szukane warto-ci brzegowe ci-nienia i prfdko-ci dla sytuaciji
oznaczonych od b) do e) z rysunku 21:

b)
I
1 Uij+os Uij o5 . Vieosj Vi 05
Ch 108 4 108 U 84
Ui+o:5;j = Ui 0:5;js (85)
Vi+o:sj = Vijj 05 (86)

c) W tym przypadku ci-nienie w kom rkach powierzchniowych ustawiamy r wne ci-nieniu
drugiego z o-rodk w (tu pr »nia),

’i;j — pr »nia: (87)
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W przypadku dw ch naprzeciwleg“ych kom rek pustych do wyznaczenia prfdko-ci u»y-
wamy wyra»e« wynikajjcych z wp“ywu si*y cif»ko-ci na ruch elementu cieczy,

g i
USSs = URSS T Epe O (88)
_ g i
uPohe; = Uie + ﬁ t: (89)
d)
’i;j — =pr »nia; (90)
_ g :
Vies = Viies (Fiz)Z t; (91)
_ g :
W= (B @
X
Ui+o:55 = Ui o5 T —y(Vi;j+O:5 Viij 0:5): (93)
e)
,i;j — =pr »nia; (94)
_ 9 :
Vi o = Viy o + ﬁ ' (95)
X
Ui+o:55 = Ui o5 T —y(Vi;j+O:5 Viij 0:5); (96)
_ g .
B = Ui+ "
g .
g = U S (98)

Analogicznie konstruuje sif warto-ci prfdko-ci i ci-nienia przy kom rkach brzegowych, gdzie
nie istnieje problem dynamiki brzeg w. W powy»szym zestawieniu warunk w brzegowych wy-
stfpujj warto-ci prfdko-ci mifdzy wfz*ami, kt re znajdujemy przez prostj interpolacjf liniowj,
np. w celu wyliczenia uij+o:s korzystamy ze wzoru:

1 Ui+o:5:i + Uj+o:5:i Ui osi + Ui o5
_ 5 i+0:5;j+1 i 0:5;] i 0:5;j+1
Ui;j+05 = 5 5 + 5 (99)

Opr cz podanych wy»ej warunk w brzegowych, mo»na r wnie» ze wzoru (80) wyznaczy¢ prfd-
ko-ci przy brzegu (kom rki puste sjsiadujjce z powierzchniowymi). Biorj one bowiem udzia*
w rozwijzaniu r wna« Naviera{Stokesa dla prfdko-ci na granicy kom rek powierzchniowych
z pe“nymi. Warunki te wyprowadza sif analogicznie do przedstawionych powy»ej, a ich opis
i pe“nj klasy kacjf znale, ¢ mo»na w literaturze [1, 15]. W [8] znale,¢ mo»na r wnie» pe*-
niejszj analizf i wyprowadzenie oraz kompletnj klasy kacjf warunk w brzegowych dla metod
opartych o czjstki znaczone.
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5.3 Ruch czjstek znaczonych

Jak wspomnieli-my w podrozdziale 5.1, czjstki znaczone poruszajj sif po siatce obliczeniowej
zgodnie z bie»jcym rozk“adem pola prfdko-ci cieczy. Jako obiekty bezmasowe, czjstki nie
posiadajj bezw“adno-ci, przyjmujjc w trakcie swojego ruchu prfdko-¢ lokalnj wyliczonj w
miejscu, w kt rym sif znajdujj. W celu wyliczenia lokalnej prfdko-ci cieczy w dowolnych
punktach niewfz“owych siatki r »nicowej wykorzystamy -rednij wa»onj. Rozpatrzmy sytuacjf
jak na rysunku 22, gdzie zaznaczonych zosta“o kilka wyr »nionych kon guracji u“o»enia czjstki
znaczonej w kom rce, w kt rej sif ona znajduje.

[—— =1 -1
a) b) c) [ \
T T
Y1 @& a,|
-7 | 3?"""'\ """""""""" Py
| I . | : |
I [ J =3 . 13
yz\a3 aO | yl\ aZI al\
T 4 T [ &Py IV BV
Yo, a, | | | 1 2
f ! T T
\ .\( P T [ P
[ ‘ EEVIRS i
A Yoal | X ] X, X, P,
J \ ‘ [ J :
I I I ‘ (—q————— :
X X, d) [ ‘
T t
Y, a a |
i [ 2} 3 o0 p
p I I ’
Py y ] I
Y| &
Xy X
Do
Py

Rysunek 22: U“o»enie czjstki znaczonej wzglfdem centrum kom rki siatki r »nicowej. Na ry-
sunku zaznaczone zosta“y: pseudo kom rka otaczajjca czjstkf (linia przerywana), pozycja
czjstki znaczonej (px; py) dla ka»dej z czterech sytuacji, indeks kom rki w kt rej znajduje sif
czjstka (i;]J), wagi dla poszczeg Inych prfdko-ci wfz“owych a;, gdzie i = 0:::3. Wielko-ci Xy,
X2, Y1, Y2 Si zaznaczonymi d“ugo-ciami bok w kom rki.

Procedurf rozpoczynamy od wyznaczenia kom rki roboczej (linia przerywana na rysunku
22) tak, by czjstka znajdowa“a sif w jej -rodku. Nastfpnie wyliczamy po kolei pola przecif¢
kom rki roboczej i kom rek odpowiadajjcych najbli»ej po“o»onym warto-ciom znanym (wfz“o-
wym) odpowiedniego pola prfdko-ci (pola ag, ai, a, az z rysunku 22). Procedurf tf wykonu-
jemy oddzielnie dla prfdko-ci poziomej (przypadki a i b), oraz prfdko-ci pionowej (przypadki
c i d) czjstki. Dla ka»dego obliczonego pola a; mamy przyporzjdkowanj prfdko-¢ wfz“owj uij,
co pozwala wyznaczy¢ prfdko-¢ w punkcie (py; py) czjstki znaczonej przez unormowanie sumy
iloczyn w p |i prfdko-ci:

_ X a;u;

U= (100)

Pozostaje wyznaczy¢ wielko-ci a; oraz odpowiadajjce im prfdko-ci u;. W tym celu rozr »niamy
kolejne dwa przypadki, osobno dla prfdko-ci poziomej i pionowe;j.
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Dla prfdko-ci pionowej otrzymamy r »ne wyra»enia w zale»no-ci od tego, czy czjstka znaj-
duje sif w prawej lub lewej po“ wce swojej kom rki (i;J), co wyrazi¢ mo»na wprowadzajjc
wielko-¢ f, r wnij:

f = p_x 1: (101)

gdzie py jest pozycjj czjstki, a x rozmiarem kom rki w kierunku x. Je-li ¥, < 0:5, czjstka
znajduje sif w lewej po* wce kom rki, je-li fx > 0:5 w po* wce prawej. Podobnie wyznacza sif
wielko-¢ fy:

=P 1 (102)

kt rej unywamy w procedurze wyliczania prfdko-ci poziomej, rozr »niajjc przypadek gdy
czjstka znajduje sif w g rnej lub dolnej po* wce kom rki. Analizujjc geometrycznie wszyst-
kie z czterech przypadk w pokazanych na rysunku 22 otrzymujemy nastfpujjce wyra»enia na
prfdko-ci pionowe i poziome, kolejno dla ka»dego z rozr »nionych przypadk w:

a) prfdko-¢ pozioma u,, g rna po* wka kom rki (f, > 0:5),

§x1=(i+1) X Px;

Xo = X Xy,

_ 103
=y1=0+15 vy py, i
T Y2 =Y YL

a 4+ a a4+ a i 141 T @ i+
up — 0 U|’J 1 Uj 1 2 Ui Lj+1 3 ul’-l 1; (104)
Xy
oy S P11t i+
0y = Xoy1 Uij +X1y1 Ui g ;(1);2 Ui 11 ¥ Xoy2 Uij, (105)

b) prfdko-¢ pozioma up, dolna po* wka kom rki (fy, < 0:5),

§x1=(i+1) X Px;
X2

= X Xy
Fn=30+05 y p; (106)
TY2= Y Y
u, = a Upj+ar Uij 1+ax U 15 1t+as U 1;j; (107)
Xy
_ XoY2 Uij +Xpy1 Ui 1j +XaY1 Ui gj+1 + X1Y2 Uij+a, (108)
p Xy :

c) prfdko-¢ pionowa v,, prawa po*“ wka kom rki (fx > 0:5),

g X =({+15) X py

Xo = X Xy,

_ 109
z1=0+1) vy py )
T Y2 =Y YL

Ao Vijtap Vi+yj a2 Vierj 1+az Vi
vy = 0 Vij 1 Vi+1jj 2 Vi+lj 1 3 Vijj 1; (110)
Xy
X Vj.i + X Vit1:j + X Vi+1;j 1 X Viij
v, = Y2 Vi +XeY2 Vies le;l L 1 XaYn Vi g, (111)
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d) prfdko-¢ pionowa v,, lewa po* wka kom rki (f, < 0:5),

gxlz(i+0:5) X Px;
X2 = X Xy

. 112
z=0+1) vy py i
T Y=Yy

_ a Vij +a; Vij it+ta Vi gy itaz Vg, (113)
p X y !
S o i g
vy = XoY2 Vij ¥ XoY1 Viwrj ¥ Xa¥Y1 Vis1j 1+ X1Y2 Vi L. (114)

Xy

Po wyliczeniu prfdko-ci czjstki znaczonej wykorzystali-my prostj metodf Eulera pierwszego
rzfdu do przesunifcia czjstki w nowy punkt na siatce obliczeniowej:

n+1 _ .n n .
Px = Px + l'Ip t,

(115)

n+l _ .n n .
Py _py+Vp g

gdzie t jest krokiem czasowym symulacji. Majjc na uwadze rzjd dok*adno-ci metody Eulera,
warto pamifta¢, »e przesunifcie czjstki znaczonej na du»j odleg“o-¢ w jednym kroku (du»e t)
mia“oby powa»ne konsekwencje w postaci przyblirenia faktycznie zakrzywionego toru ruchu
czjstki przez prostj. Wida¢ tu wyra,nie, jak przydatne okazuje sif by¢ w takim uk“adzie
spe“nienie warunku stabilno-ci CFL wprowadzonego w podrozdziale 4.2.2.

5.4 Algorytm SIMPLE-MAC

Dla cieczy z powierzchnij swobodnj skonstruowali-my algorytm obliczeniowy SIMPLE-MAC
opierajjcy sif na metodzie SIMPLE z uwzglfdnieniem dynamiki oraz warunk w brzegowych na
powierzchni swobodnej, kt re wynikajj z przyjfcia czjstek znaczonych do reprezentacji cieczy.
Poni»ej przedstawiamy kompletny algorytm.

a) inicjalizacja siatki r »nicowej, zerowanie p | prfdko-ci i ci-nienia,

b) wstawienie poczjtkowej kon guracji czjstek znaczonych (u-rednione prfdko-ci czjstek
znaczonych kopiujemy w punkty wfz“owe siatki r »nicowej),

€) wyznaczenie poczijtkowych (wstfpnych) warto-ci wfz“owych pola p ,

d) wyliczenie prfdko-ci u oraz v odpowiadajjcych ci-nieniu pr bnemu przy pomocy pe“-
nych r wna« dynamiki (55) oraz (56),

e) rozwijzanie r wnania Poissona (54) na poprawkf p’ do ci-nienia,
f) obliczenie nowego ci-nienia p przy pomocy wzoru (59),
g) na“o»enie warunk w brzegowych na ci-nienie p (podrozdzia“ 5.2.1),

h) wyznaczenie nowych warto-ci u oraz v z r wnania (52) przy u»yciu (62) oraz (63) do
wyliczenia warto-ci u’ i V7,

i) na“o»enie warunk w brzegowych na prfdko-ci u i v (podrozdzia“ 5.2.1),

47



5.5 Walidacja kodu SIMPLE-MAC 5 POWIERZCHNIA SWOBODNA CIECZY

J) przesunifcie czjstek znaczonych (podrozdzia“ 5.3),

k) wyznaczenie nowej kon guracji kom rek dla nowego rozk“adu czjstek znaczonych (po-
wierzchniowe $ puste, pe“ne & powierzchniowe),

I) na“o»enie warunk w brzegowych na ci-nienie p, p i prfdko-ci u, u, v iv (podrozdzia*
5.2.1),

m) kontynuacja procesu iteracyjnego (skok do punktu d) tak d“ugo jak r u > " za ci-nienie
pr bne przyjmujic p =p,

n) obliczenie tmax, z€ wzoru (69),
0) czy t< tmax, je-litaki t= t 2, je-linie: t= t=2,
p) t=t+ t,je-li t <tyax Skok do d.

Przedstawiony algorytm SIMPLE, opr cz rozszerzenia o czjstki znaczone, r »ni sif nie-
znacznie od przedstawionego w rozdziale 4.2.1. Potrzeba zmiany kon guracji brzegu powierzch-
ni swobodnej (przesunifcie czjstek znaczonych i rekon guracja kom rek siatki obliczeniowej)
wymusi“a podw jnj iteracjf, gdzie pierwsza iteracja wyniku (skok z punktu m do d) wykonu-
je sif tak d“ugo, jak d“ugo nie jest spe“niony podstawowy warunek poprawno-ci rozwijzania
(zerowanie dywergencji pola prfdko-ci). Po wykonaniu pierwszej pftli iteracyjnej, przechodzi-
my do procedur zwijzanych z czjstkami znaczonymi, a nastfpnie je-li t < tnax, gdzie tmax
jest czasem zako«czenia oblicze«, ponownie skaczemy do punktu d, zaczynajjc nastfpnj pftlf
doiterowujijcj.

5.5 Walidacja kodu SIMPLE-MAC

W celu sprawdzenia poprawno-ci wynik w otrzymywanych przez kod obliczeniowy oparty o
metodf SIMPLE oraz czjstki znaczone MAC, rozwij»emy czfsto spotykany w literaturze pro-
blem przep“ywu cieczy swobodnej dla za“amania sif zapory ograniczajjcej ciecz (ang. broken-
dam problem). Przyk“ad ten wybrali-my ze wzglfdu na dostfpno-¢ danych do-wiadczalnych
[24] oraz dok“adnych i bardzo aktualnych wynik w symulacji numerycznych [14, 25] dla tego
problemu.

Rozpatrzmy problem przedstawiony na rysunku 23. Ciecz znajdujjca sif w zbiorniku jest
ograniczona przez sztywnj -cianf (gruba linia). Przegroda jest zwolniona w chwili t =0 i pod
wp“ywem grawitacji ciecz rozleje sif w ca“ej objfto-ci uk“adu.

Ze wzglfdu na do-wiadczalny charakter danych, do kt rych por wnywa¢ bfdziemy wy-
niki, wygodnie jest wprowadzi¢ tu opis wymiarowy danych u»ytych do symulacji. Zgodnie z
[14, 24] kolejno za lepko-¢ dynamicznj, gfsto-¢ i grawitacjf przyjmujemy: =1 10 3kg=m-=s,
% = 1000kg=m3, gy = 9:8m=s?, co odpowiada liczbom kryterialnym Re = 1:000:000 oraz
(Fr)? = ﬁ Przyjfli-my tu jednostkowe wymiary ca“ego uk“adu oraz prfdko-¢ charaktery-
stycznj u; = 1m=s. Z uwagi na bardzo du»j liczbf Reynoldsa i mo»liwe problemy z tym
zwijzane, do oblicze« cz“onu konwekcyjnego z r wna« Naviera{Stokesa u»yli-my schematu
"pod prijd"” (patrz rozdzia“ 3.4).

Pierwszym testem, jaki przeprowadzili-my, by“o sprawdzenie zgodno-ci geometrii powierzch-
ni swobodnej z kilku r »nych krok w czasowych z wynikami przedstawionymi w pracy [14],
w kt rej zwifkszonj dok“adno-¢ symulacji osijgnifto przez zastosowanie dynamicznego dziele-
nia siatki obliczeniowej w trakcie przeprowadzania symulacji. Dodatkowo wyniki w [14] uzna¢
mo»na za dok*adne z uwagi na uwzglfdnienie przep“ywu w powietrzu (o-rodek drugi, poza
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x=1,y=1

Proznia

x=0.25,y=0.5

Ciecz h

x=0,y=0 x=0.25,y=0

Rysunek 23: Problem ang. broken-dam. W chwili poczjtkowej t = 0 -ciana utrzymujjca ciecz
w zbiorniku zaznaczonym kolorem szarym zostaje zwolniona.

zbiornikiem z cieczj), gdzie r wnie» rozwijzywane sj r wnania Naviera{Stokesa. W naszym
przypadku, w celu uproszczenia zjawiska, ograniczamy sif do przypadku cieczy znajdujjcej sif
w zbiorniku wype“nionym przez pr »nif. Za jednostkf czasu w przeprowadzonych obliczeniach,
za [14] przyjfli-my T =t g,=(2a), gdzie a jest szeroko-cij poczijtkowj zbiornika cieczy (inaczej,
pozycja X zwalnianej zapory).

Na rysunkach 26 i 27 pokazane zosta“y kon guracje powierzchni swobodnej z [14] (strona
prawa) w okre-lonych chwilach czasowych oraz kon guracje czjstek znaczonych z symulacji
kodem SIMPLE-MAC (strona lewa) dla tych samych chwil czasu. Rozmiar siatki, jaki przyjf-
li-my do oblicze«, to 128 128. W przypadku symulacji metodj SIMPLE-MAC wizualizacja
jest bardzo prosta i wynikowe rysunki odzwierciedlajj bezpo-rednio rozk“ad czjstek znaczo-
nych u»ytych w obliczeniach do reprezentacji cieczy. Na przedstawionych rysunkach wida¢
wyra,,hie bardzo dobrj zgodno-¢ naszych wynik w z wynikami z pracy [14]. Nieznaczne r »-
nice, jakie da sif zauwa»y¢, mo»na zaniedba¢, a wynikajj one prawdopodobnie z uproszcze«,
kt re przyjfli-my (pr »nia jako o-rodek wype“niajjcy symulowany zbiornik cieczy).

Dodatkowo, w celu dok*adniejszego por wnania otrzymanych wynik w z danymi do-wiad-
czalnymi [24] i numerycznymi [14], przeprowadzili-my pomiar wysoko-ci cieczy w funkcji czasu
oraz maksymalnej pozycji frontu cieczy w kierunku osi X. Obie mierzone wielko-ci: wysoko-¢
oraz pozycja frontu cieczy w kierunku osi x zosta“y unormowane z wykorzystaniem pocz j tkowej
szeroko-ci kolumny r wnej a. Wykresy obu wielko-ci zamieszczone zosta“y na dwu wykresach
na rysunku 24. Na wykresie po prawej stronie od“o»one zosta“y: unormowany czas na osi X,
pozycja frontu rozlewajjcej sif cieczy na osi y. Widzimy, »e wyniki numeryczne otrzymane me-
todj SIMPLE-MAC odbiegaji nieznacznie od danych eksperymentalnych, jednak osijgnfli-my
wyniki zbli»one, a nawet lepsze od oblicze« numerycznych przedstawionych w [14]. Autorzy tej
pracy t‘umaczj rozbie»no-¢ teorii z eksperymentem, jako wynik problem w jakie powsta‘y w
eksperymencie w trakcie pomiaru frontu cieczy, opisanych w [24].

Wykres po stronie lewej, to por wnanie wynik w kodu SIMPLE-MAC z danymi ekspe-
rymentalnymi [24] dla przypadku pomiaru wysoko-ci cieczy od chwili T = 0. Otrzymana tu
zgodno-¢ z danymi eksperymentalnymi nie pozostawia wijtpliwo-ci co do poprawno-ci kodu
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numerycznego.

Opr cz por wnania wynik w otrzymywanych w procesie symulacji, warto w tym miejscu
sprawdzi¢, jak wygljda rozk“ad dywergencji pola wektorowego prfdko-ci dla kilku r »nych
chwil czasu. Z za“o»enia wiemy, »e aby warunek zachowania masy by* spe“niony - dywergencja
w ca“ej objfto-ci cieczy musi znika¢. Na rysunkach 25 przedstawione zosta“y wykresy jr uj dla
dw ch chwil czasu: T = 1:617 oraz T = 3:233. Otrzymany wynik wskazuje, »e skonstruowana
metoda numeryczna wykazujf bardzo dobrj zgodno-¢ z do-wiadczeniem, a skala odchylenia
od zera, warto-ci bezwzglfdnej dywergencji pola prfdko-ci w obrfbie ca“ej siatki jest bardzo
ma“a (-rednio jr uj =10 ©) i akceptowalna [48].

11

T T T T
—— SIMPLE+MAC, 128x128
O Dane eksperymentalne, Martin & Moyce 1952

1

09r

—A— Wyniki numeryczne, Deborah Greaves 2004 | |
O Dane eksperymentalne, Martin & Moyce 1952
— SIMPLE+MAC

05 I I I I I I
7 0 0.5 1 15 2 25 3 35
U‘Sqr(gy/a) tDsqv(Zgy/a)

Rysunek 24: Por wnanie pomiar w bezwymiarowej wysoko-ci (strona lewa) i szeroko-ci (strona
prawa) frontu cieczy.

Rysunek 25: Wykresy bezwzglfdnej warto-ci dywergencji p | prfdko-ci jr uj dla chwili T =
1:617 (lewa strona) oraz T = 3:233 (prawa strona).
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Rysunek 26: Wyniki symulacji problemu opuszczonej tamy dla metody SIMPLE-MAC (lewa
strona) oraz z pracy [14] (strona prawa) dla bezwymiarowych chwil czasu: a) T =0, b) T =
1:617, ¢) T = 3:233.
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Rysunek 27: Wyniki symulacji problemu opuszczonej tamy dla metody SIMPLE-MAC (lewa
strona) oraz z pracy [14] (strona prawa) dla bezwymiarowych chwil czasu: a) T = 4:850, b)
T =6:466, c) T = 8:029.
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6 WYNIKI

6 Wyniki

W tym rozdziale przedstawione zostanj wyniki oblicze« przeprowadzonych przy pomocy kod w
obliczeniowych SIMPLE (bez powierzchni swobodnej) oraz SIMPLE-MAC (z powierzchnij
swobodnj) dla kilku wybranych problem w hydrodynamiki cieczy nie-ci-liwej.

6.1 Przep“yw przez zakrzywiony kana“

Pierwszym problemem, jaki zosta“ rozwijzany, jest przep“yw cieczy nie-ci-liwej o r »nych licz-
bach Reynoldsa przez zakrzywiony, prostokjtny kana® (kolanko) [41]. Jest to dobry przyk“ad
pokazujjcy wp“yw liczby Reynoldsa na powstajjce w cieczy wiry przy-cienne. Dla wyzna-
czenia liczb kryterialnych, za wielko-ci charakterystyczne przyjfli-my odpowiednio: prfdko-¢
wp“ywowj oraz -rednicf kana“u.

Re=15 Re=45

Re=65 Re=100

Rysunek 28: Przep“yw przez zakrzywiony kana“, dla r »nych liczb Reynoldsa. Siatka oblicze-
niowa 40  40.
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Na rysunku 28 pokazane zosta“y kon guracje ko«cowe przep“ywu stacjonarnego przez za-
krzywiony kana“. Za warunki brzegowe przyjfli-my -ciany sztywne z po-lizgiem, a wp“yw cieczy
na poczjtku kana“u nastfpuje ze sta“j prfdko-cij znormalizowanj u = 1. Otrzymane wyniki
pokazujj, »e w tego typu przep“ywie kluczowj rolf w powstawaniu wir w wewnijtrz przep“yw w
odgrywa liczba kryterialna Reynoldsa. Dla warto-ci Re=15 przep“yw jest ca“kowicie laminar-
ny, ciecz nie wykazuje »adnych odchyle« od ruchu wzd“u» -cianek ograniczajjcych. Jednak ju»
dla Re=45 wida¢ nieznaczne zawirowanie w prawym dolnym rogu na ugifciu kana“u. Efekt
ten wzmacnia sif wraz ze wzrostem liczby Re i dla Re>65 efekt ten jest ju» bardzo widoczny.
Dodatkowo dla Re=65 i Re=100 tworzy sif r wnie» dodatkowy wir przy wewnftrznym zakrzy-
wieniu kana“u, tu» za nim. Zjawiska towarzyszijce przep“‘ywowi w kolanku podtwierdzajj, »e
oderwanie linii prijdu od -cian ograniczajjcych nastfpuje nie tylko w przypadku op“ywu cia“
z zewnjtrz, lecz r wnie» w przypadku przep“ywu wewnjtrz zakrzywionych kana“ w [41].

6.2 Przep“yw przez pfk rur

Nastfpnym zagadnieniem, kt re postaramy sif rozwijza¢ przy pomocy stworzonego kodu ob-
liczeniowego, jest przep“yw cieczy w kanale z umiejscowionym, w obszarze przep“ywu, pfkiem
rur. Istniejjce dane eksperymentalne [42, 43] dla tego zagadnienia pozwolj potwierdzi¢ dzia-
“anie kodu oraz odpowiedzie¢ na pytanie, jaki charakter ma przep“yw przez zestaw przeszk d
taki jak pfk do-¢ ciasno upakowanych cylindr w. Drugim pytaniem jakie postawimy jest: czy
symulacja numeryczna mo»e da¢ w wyniku dane pe“niejsze ni» eksperyment?

O O O (
D O O O
O O O
DQ@Q@

Rysunek 29: Wektory prfdko-ci dla przep“ywu cieczy przez kana“ z pfkiem rur, obliczenia
(rysunek po lewej) dla Re=159 i siatki obliczeniowej 100 100. Por wnanie z wynikiem z
eksperymentu [43] (rysunek po prawej).
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Za [43] przyjmijmy nastfpujjce warto-ci charakteryzujjce przep“yw: liczbf Re = 159, za
prfdko-¢ charakterystycznj u = 0:0146m=s (-rednia prfdko-¢ w cieczy), a za rozmiar charak-
terystyczny -rednicf pojedynczej rury. Na rysunku 29 przedstawione zosta“y kon guracje p |
wektorowych prfdko-ci dla kodu numerycznego (rysunek po lewej stronie) oraz pochodzjce
wprost z eksperymentu (rysunek po stronie prawej) utworzone metodj DPIV [42, 43]. Linia na
rysunku po lewej stronie wskazuje kierunek i wzglfdnj prfdko-¢ lokalnj cieczy w punkcie za-
czepienia. Widat wyra,,nie, »e przep“ywayjjca przez pfk rur ciecz tworzy swego rodzaju -cie»ki
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wysokich warto-ci prfdko-ci tworzjc miejsca "martwe™ tu» za ka»dj z rur. Prfdko-¢ w tych
miejscach jest bardzo ma“a, jak wida¢ to na rysunku 29, stjd mo»na uzna¢, »e ciecz, kt ra sif
tam znajdzie, ju» sif stamtjd nie wydostanie. Zestawione wyniki do-wiadczalne potwierdzajj
bardzo dobrze poprawno-¢ dzia“ania kodu obliczeniowego, co r wnie» wida¢ por wnujjc oba
wyniki na rysunku 29.

W celu dok“adniejszego okre-lenia p | prfdko-ci w miejscach s“abo widocznych na rysunku
29 zastosowali-my wizualizacjf przy pomocy linii prjdu. Dzifki temu, »e wektory prfdko-ci Sj
w ka»dym punkcie r wnolegle przystajjce do linii prjdu, mo»emy dok“adniej przeanalizowa¢
zjawiska wystfpujjce w miejscach martwych™ w omawianych wynikach.

O 0O O O

o O O 0O C
O O O O

O O O O O

Rysunek 30: Przep“yw cieczy dla przez kana“ z pfkiem rur, dla Re=159. Siatka obliczeniowa
100  100. Wizualizacja linii prjdu.

Na rysunku 30 pokazana zosta“a wizualizacja tego zjawiska przy pomocy linii prjdu. Widzi-
my, »e za powstawanie miejsc o ma“ych gradientach prfdko-ci odpowiedzialne jest powstawanie
wir w przy tylnej czf-ci ka»dej z rur. Prfdko-¢ w obszarze kardego z wir w jest bardzo ma-
“a i dlatego reprezentacja przy pomocy wektor w lokalnych p | prfdko-ci nie zda“a w tym
przypadku rezultatu. W tym miejscu wida¢ r wnie», jak potf»nym narzfdziem jest dzia“a-
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jicy poprawnie kod numeryczny, bez kt rego wyja-nienie zjawisk powstajjcych w miejscach
szczeg Inie interesujjcych by“oby eksperymentalnie do-¢ trudne.

6.3 ciexka wirowa von Karmana

Przep“yw cieczy przez kana“ z przeszkodj ustawionj na jej drodze w przypadku liczb Rey-
noldsa Re > 50 tworzy bardzo skomplikowane struktury wirowe. Przeprowadzili-my symulacjf
tego zjawiska przyjmujjc warunki zadane w literaturze [15]. Za przeszkodf przyjfli-my walec,
a za d“ugo-¢ charakterystycznj L przyjfli-my jego -rednicf. Prfdko-¢ charakterystyczna prze-
p“ywu to prfdko-¢ wp“ywu cieczy (-cianka z lewej strony). Na -ciance wp“ywowej przyjfli-my
paraboliczny rozk“ad prfdko-ci poziomej, przyjmujjc prfdko-¢ u = 1:5 w jej centrum.

Dla tak przyjftych warunk w przep“ywu przeprowadzona zosta“a symulacja zjawiska prze-
p“ywu przez kana“ z przeszkodj dla liczby Re = 100. Z uwagi na niestacjonarny charak-
ter przep“ywu, zamiast wizualizacji przy pomocy linii prjdu (ang. streamlines), do symulacji
wprowadzone zosta“y czjstki znaczone, -ledzone analogicznie jak w przypadku symulacji cie-
czy z powierzchnij swobodnj. Odk“adajjc na ka»dym kroku czasowym nowe po“o»enia czjstek
uzyskujemy obrazy reprezentujjce dynamikf cieczy w przep“ywie niestacjonarnym (ang. stre-
aklines).

T =80 T =12:0

T =16:0 T =20:0
Rysunek 31: cievka wirowa Karmana dla r »nych chwil czasu. Re = 100, siatka 160  40.

Na rysunku 31 pokazanych zosta“o pif¢ r »nych kon guracji czjstek znaczonych dla sze-ciu
r »nych chwil czasu. W tym miejscu warto zaznaczy¢, »e brak czjstek znaczonych w obrfbie
ca“ej przestrzeni symulowanego zjawiska nie oznacza wystfpowania powierzchni swobodnej.
R wnania przep“ywu sj rozwijzywane w ca“ej objfto-ci, a czjstki znaczone s“u»j tu jedynie
do -ledzenia (reprezentowania) jej wybranej czf-ci. Najbardziej interesujjcym zjawiskiem, jakie
wystfpuje w przeprowadzonej symulacji, jest powstawanie i odrywanie sif skomplikowanych
struktur wirowych za przeszkodj dla dalszych chwil czasowych. Na rysunkach 31 prze-ledzi¢
mo»na, jak struktury te tworzj sif dynamicznie w czasie.

Dodatkowo przeprowadzili-my szereg symulacji dla r »nych liczb kryterialnych Re z zakresu
od 20 do 200, a wyniki przedstawione zosta“y na rysunkach 32. Wida¢ wyra,,nie, »e odrywanie
sif struktur wirowych za przeszkodj zaczyna wystfpowa¢ pomifdzy liczbj Re = 50, a Re =
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»

Re =20
-

Re = 50
o

Re =75
o

Re =120

Rysunek 32: cierka wirowa Karmana dla r »nych liczb Reynoldsa. T = 20, siatka 160 40.

75. Dla ma“ych liczb, np. Re = 20 na rysunku, otrzymujemy nawet przep“yw stacjonarny.
Podkre-li¢ nale»y, »e otrzymane wyniki zgadzajj sif doskonale z wynikami innych oblicze«
numerycznych oraz danymi eksperymentalnymi [13, 15].

Dla przypadk w -cie»ki wirowej oraz przep“ywu przez pfk rur, w dodatku A przedstawiona
zosta“a r wnie» wizualizacja kolorowa, gdzie odpowiednie sk“adowe kolor w odpowiadajj prfd-
ko-ci cieczy. Natf»enie sk*adowej czerwonej koloru odpowiada wielko-ci bezwzglfdnej wektora
pola prfdko-ci w kierunku x, odpowiednio sk“adowa zielona odnosi sif do prfdko-ci w kierunku
osi V.
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6.4 Kropla cieczy

Jednym z g“ wnych cel w niniejszej pracy jest symulacja zjawiska kropli spadajjcej na p“askj
powierzchnif oraz do p“ytkiego i g“fbokiego zbiornika. W roku 1967, w dwa lata po wprowa-
dzeniu metody czjstek znaczonych [21, 48], Harlow i Shannon z laboratori w w Los Alamos
opublikowali wyniki dzia“ania klasycznej metody czjstek znaczonych w zastosowaniu do zja-
wiska kropli spadajjcej do p“ytkiego i g“fbokiego zbiornika [19, 20].

Po zaimplementowaniu dok“adnej kopii kodu obliczeniowego opartego o klasycznj metodf
czjstek znaczonych [21, 48] okaza“o sif, »e symulacja dla zadanych w [21] warunk w nie daje
dobrych rezultat w i w »aden spos b nie mo»na powt rzy¢ przeprowadzonych bada«. Nieste-
ty, do-¢ stare ju» prace [19, 20] nie zawierajj wielu informacji, potrzebnych do powt rzenia
pokazanych w nich wynik w. Brak informacji o charakterystycznych rozmiarach przyjftych
w przygotowaniu symulacji numerycznej przy zaniedbaniu lepko-ci praktycznie uniemo»liwia
sprawne i dok“adne powt rzenie tych wynik w, co pozwoli“oby w konsekwencji dok“adniej prze-
analizowa¢ obserwowane zjawiska. Jednj z cech otrzymywanych wynik w symulacji metod;
czjstek znaczonych dla za“o»e« przyjftych w [20, 19] by“o, »e praktycznie niemo»liwe okaza“o
sif zaobserwowanie jakichkolwiek zjawisk dla cieczy z powierzchnij swobodnj dla wifcej ni»
kilku poczjtkowych chwil czasu. Ze wzglfdu na jedno z najwa»niejszych za“o»e« - pominifcia
cz"onu lepko-ciowego w r wnaniach Naviera{Stokesa - metoda MAC okaza“a sif bezwarunkowo
niestabilna, bez wzglfdu na przyjfty krok czasowy, czy rozmiar siatki obliczeniowe;j.

Z korespondencji z jednym z autor w tych prac [18], dowiedzieli-my sif, »e faktycznie kla-
syczna metoda MAC nie mia“a prawa dzia“a¢ dla sytuacji opisanych w [19, 20]. Okaza“o sif,
»e autorzy tych prac u»yli w rozwijzaniu problem w o lepko-ci r wnej zero schemat w sta-
bilizujjcych cz"ony konwekcyjne w r wnaniach Naviera{Stokesa. Schematem, kt rego u»yli,
by“a metoda Upwind pierwszego rzfdu [18] (patrz rozdzia“ 3.4). Na uwagf zas“uguje fakt,
»e W wymienionych pracach nie ma »adnych informacji na ten temat, co praktycznie unie-
mo»liwia“o otrzymanie podobnych wynik w. Do stabilizacji czon w konwekcyjnych u»yjemy
hybrydy metod Upwind pierwszego rzfdu [18] z metodj centralnj poprzez wagowe wsp “czyn-
niki, przyjmujjc w symulacjach wagf 0:2 dla metody centralnej oraz 0:8 dla metody Upwind.
Pozwoli to na wyeliminowanie przynajmniej czf-ci dyfuzji numerycznej wprowadzanej przez
prosty schemat pierwszego rzfdu, bez czego otrzymywane rezultaty nie wykazywa"y »adnych
interesujjcych cech.

Niestety nie uda“o sif uzyska¢ informacji na temat rozmiar w i przyjftych wielko-ci sia-
tek obliczeniowych, stjd utrudnione bfdzie otrzymanie rezultat w dok“adnie odpowiadajjcych
literaturowym.

W dalszej czf-ci pracy w -lad za [19, 20] przyjmiemy, »e ciecz posiada zerowj lepko-¢ ( = 0)
I nie wystfpuje napifcie powierzchniowe. Dotychczas nie uda“o sif (lub nie sj nam znane)
symulacje numeryczne, dla takich za“o»e«, potwierdzajjce wyniki z 1967 roku otrzymane w
Los Alamos. Ich potwierdzenie jest o tyle wa»ne, »e zaniedbujjc dwie bardzo wa»ne cechy cieczy
nie-ci-liwej (lepko-¢ i napifcie powierzchniowe) uda“o sif uzyska¢ wyniki, kt re wskazujj, »e
szereg interesujjcych zjawisk wystfpuje bez nich.

6.5 Kropla spadajjca na p“askj powierzchnif

Analizf efekt w zycznych zwijzanych z kroplj cieczy rozpoczniemy od przypadku kropli
spadajjcej na p“askj powierzchnif. Rozpatrzmy kroplf cieczy o promieniu R = 10, znajdujjcj
sif w pr »ni. Za prfdko-¢ kropli tu» przy powierzchni przyjmiemy v = 1:0. Na rysunku
33 pokazanych zosta“o kilka kolejnych chwil czasowych symulacji przeprowadzonej dla tak
zadanych warunk w. Wida¢ wyra,,nie charakterystyczne sp“aszczenie sif kropli przy uderzeniu
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oraz rozbryzg cieczy w kierunku r wnoleg“ym do powierzchni.

T=14

T=18

Rysunek 33: Symulacja kropli spadajjcej na p“askj powierzchnif dla prfdko-ci poczijtkowej
v = 1.0 w momencie uderzenia.

Na rysunku 34 por wnujemy maksymalnj wysoko-¢ kropli w trakcie przebiegu symulacji
z dostfpnymu danymi. Osijgnifta zgodno-¢ z eksperymentem [49] oraz symulacjj przeprowa-
dzonj w Los Alamos [20] jest bardzo dobra.

6.6 Kropla wpadajjca do g“fbokiego zbiornika

Kropli wpadajjcej do g“fbokiego zbiornika towarzyszy szereg bardzo interesujjcych zjawisk
zycznych. Rozpatrzmy kroplf o promieniu R = 10, uderzajjcj w powierzchnif cieczy o g“f-
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22

— — SIMPLE+MAC
O eksperyment
—— Harlow & Shannon

Rysunek 34: Por wnanie pomiaru maksymalnej wysoko-ci kropli w trakcie uderzenia o p“askj
powierzchnif z eksperymentem [49] oraz wynikami z [20].

boko-ci h = 4 R spadajjc z r »nych wysoko-ci. Dla r »nych prfdko-ci kropli przy samej
powierzchni cieczy (co jest r wnoznaczne z r »nymi wysoko-ciami poczjtkowymi spadajcej
kropli) obserwujemy odmienne zachowanie sif powierzchni swobodnej. Do oblicze« przyjmiemy
siatkf o rozdzielczo-ci 80 80.

Na rysunku 35 przedstawione zosta“y wyniki dla kropli z prfdko-cij poczjtkowj v = 1:0
dla zerowej lepko-ci oraz grawitacji gy = 1:0. Proces wpadania kropli do zbiornika podzieli¢
mo»na na kilka etap w: (I) rozpfdzenie sif kropli przy spadku swobodnym, (I1) formowanie
sif zag“fbienia na powierzchni w miejscu uderzenia, (I11) po osijgnifciu minimum, powr t
powierzchni swobodnej w kierunku ku g rze, (IV) formowanie sif pionowej kolumny cieczy,
(V) oderwanie sif kropli na szczycie kolumny, (V1) obni»anie kolumny i oscylacje powierzchni
swobodnej. W zasadzie etapy | i VI nie sj interesujjce z pounktu widzenia omawianego zjawi-
ska. Na przedstawionym rysunku wida¢ ewolucjf czasowj kon guracji powierzchni swobodnej
cieczy (oraz jej czf-ci wewnftrznej w zbiorniku) reprezentowanej przez czjstki znaczone, gdzie
piksel rysunku reprezentuje pojedynczj czjstkf. Otrzymany wynik zgadza sif do-¢ dobrze ze
znanym z literatury [19]. Dla prfdko-ci v = 1:0 nie nastjpi“o oderwanie kropli w ko«cowej
fazie symulacji, a opierajjc sif na [19, 20] efekt ten zale»y m.in. od prfdko-ci wlotu kropli do
zbiornika. Na rysunku 36 przedstawione zosta“o por wnanie wynik w otrzymanych dla dw ch
r »nych wysoko-ci poczjtkowych kropli dla kt rych prfdko-ci przy powierzchni cieczy w zbior-
niku wynosi“y odpowiedniov = 2orazv = 6.

W przypadku por wnania pokazanego na rysunku 36 wida¢, »e dynamika zjawisk w obu
przypadkach r »ni sif, ale nieznacznie. Na pewno nie da sif zauwa»y¢ tak du»ych r »nic, jak
przedstawione przez Harlowa z Los Alamos. R »nice te by“yby o wiele mniejsze w przypadku
ca“kowitej stabilizacji cz*onu konwekcyjnego metodj Upwind pierwszego rzfdu, stjd potrzeba
wprowadzenia mody kacji polegajjcych na wagowym uwzglfdnieniu rozwijzania przy pomocy
schematu centralnego (patrz wstfp).

Na rysunku 38 przedstawione zosta“y wysoko-ci szczytu kropli nad powierzchnij swobodnj
(pozioma, kreskowana linia), w czasie trwania zjawiska jej wpadania do zbiornika, dla r »nych
prfdko-ci poczjtkowych kropli. Wida¢ wyra,,nie, »e zwifkszanie prfdko-ci poczijtkowej kro-
pli powoduje obni»enie minimalnej wysoko-ci powierzchni swobodnej, co z powodu wifkszych
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T=0 T=45
T=18 T =225

Rysunek 35: Symulacja kropli wpadajjcej do g“fbokiego zbiornika dla prfdko-ci v = 1.0
kropli w momencie uderzenia.

ci-nie« na dnie zbiornika prowadzi do utworzenia wy»szej kolumny cieczy w fazie 1V symu-
lacji. Na rysunku 37 pokazany zosta“ wykres ci-nienia na dnie zbiornika (pod kroplj, przy
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T=45

T=13.5

T=18

Rysunek 36: Symulacja dla prfdko-ci v = 2:0 (po lewej) oraz v =6 (po prawej)

-ciance dolnej) pokazujjcy widocznj korelacjf mifdzy ci-nieniem w zbiorniku, a zjawiskami
zachodzjcymi na powierzchni cieczy swobodnej.

Patrzjc na przypadek prfdko-ci v = 6, wida¢, »e poczjtkowy wzrost ci-nienia zwijzany z
uderzeniem i wstfpnym oddaniem energii kinetycznej przez kroplf osijga maksimum w okolicy
czasu T = 2. Nastfpnie w miarf obni»ania sif powierzchni cieczy w punkcie uderzenia kropli
(rysunek 38) ci-nienie maleje, co wyt“umaczy¢ mo»na wypychaniem cieczy na boki (wzrost
wysoko-ci powierzchni swobodnej przy -ciankach naczynia, patrz rysunek 35). Nastfpnie dla
T = 9 wida¢, »e wysoko-¢ cieczy w punkcie wlotu kropli (rysunek 38) oraz ci-nienie na dnie
naczynia osijga minimum po kt rym nastfpuje szybki wzrost obu warto-ci. W okolicy punktu
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25 I I I I I I I I I
0

Rysunek 37: Ci-nienie na dnie zbiornika, pod kroplj dladw ch r »nych prfdko-ci pocztkowych
kropli.

70 T

max

Rysunek 38: Wysoko-¢ szczytu kropli nad powierzchnij swobodnj dla sze-ciu prfdko-ci po-
czjtkowych.

T = 13 nastfpuje najbardziej interesujjca czf-¢ zachowania sif ci-nienia: przy stale wzra-
stajjcej wysoko-ci kropli nad powierzchnij swobodnj, ci-nienie zaczyna male¢, co t“‘umaczy
powstanie pionowej kolumny cieczy (rysunek 35). Na pokazanym wykresie wida¢ oscylacyjne
zachowanie sif warto-ci ci-nienia dla prfdko-ci v = 6, kt re by¢ mo»e sj jednym z powo-
d w tego, i» w przeprowadzonej symulacji nie nastfpuje faza V zjawiska - oderwanie kropli na
szczycie kolumny powstajijcej w fazie IV.

Niestety u»ycie prfdko-ci wlotowych kropli v > 6 powoduje kompletnj zmianf obserwo-
wanego zjawiska ze wzglfdu na zbyt szybkie i dynamiczne wyrzucenie cieczy w kierunkach
poziomych po fazie I.

Otrzymane wy»ej rozwijzania sj symetryczne, co potwierdza »e kod numeryczny nie wpro-
wadza niedok“adno-ci (zwijzanych z kierunkiem oblicze« przyjftych w procedurach iteracyj-
nych na ci-nienie oraz w procedurach liczjcych pola prfdko-ci) do rozwijzania. Symetrif tf
uzyskali-my po wnikliwej i dok“adnej analizie ka»dego z element w kodu obliczeniowego, gdy»
poczjtkowo otrzymywane rezultaty nie wykazywa“'y tej cechy. Szczeg Inie wa»na, ze wzglf-
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du na symetrif rozwijzania okaza“a sif pftla iteracyjna na ci-nienie, gdzie -ci-le okre-lony
kierunek przej-cia siatki przy cyklicznym wyliczaniu pola ci-nienia metodj sukcesywnej nad-
relaksacji wprowadza sztuczne gradienty ci-nienia w danym kierunku. Ze wzglfdu na tf cechf
wprowadzili-my do istniejjcego kodu mody kacjf polegajjci na naprzemiennym przej-ciu siat-
ki obliczeniowej: dla krok w parzystych ze strony lewej w g rf, dla krok w nieparzystych - ze
strony prawej w d “.
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G" wny cel niniejszej pracy magisterskiej, czyli stworzenie od podstaw kompletnego kodu do
symulacji szerokiego zakresu zjawisk zachodzjcych w cieczach nie-ci-liwych, zosta“ zrealizo-
wany. Wyniki standardowych testowych przypadk w przep“ywu przez zamknifty kana“ (ang.
Couette Flow) [3, 33] oraz jaskinif (ang. Lid-Driven Cavity Flow) [6, 34, 50] pokaza"y, »e kod
numeryczny doskonale rozwijzuje przypadki przep“yw w w obszarach zamkniftych (obszar sy-
mulacji w ca“o-ci wype“niony cieczj, bez powierzchni swobodnej). Dla przypadku cieczy znaj-
dujjcej sif w zbiorniku z pr »nij (problem ruchomych warunk w brzegowych na powierzchni
swobodnej) przeprowadzony zosta“ test zerwanej tamy (ang. Broken Dam Problem) [14, 24].
Otrzymane wyniki por wnali-my do prac opierajjcych sif o inne metody rozwijzania oraz do
danych eksperymentalnych. Uzyskana zosta“a bardzo dobra zgodno-¢ z obliczeniami [14] oraz
z danymi do-wiadczalnymi [24].

Po przeprowadzeniu test w walidacyjnych, potwierdzajjcych prawid“owe dzia“anie kodu
numerycznego, rozwijzanych zosta“o kilka problem w przep“ywu cieczy w kana“ach zamknif-
tych oraz otwartych. Opr cz rozwijzania dw ch klasycznych problem w: przep“ywu przez za-
krzywione kolano i powstawania wir w przy -cianach, oraz -cie»ki wirowe von Karmana, pod-
jfli-my pr bf dok“adnej wizualizacji przep“ywu przez pfk rur zawieszonych w poruszajijcej sif
cieczy. Otrzymane wyniki pozwoli“y dok*adnie przeanalizowa¢ to zjawisko. Por wnanie wyni-
k w do danych do-wiadczalnych [46, 43], da“o z jednej strony na kolejny dow d poprawnego
dzia“ania kodu, z drugiej za- - na dok*adniejszy obraz zachowania cieczy w miejscach trudno
pokazanych przez eksperyment (obszar wirowy tu» za pojedynczj rurj).

W przypadku powierzchni swobodnej, zagadnieniem jakie chcieli-my rozwijza¢, by“a sfe-
ryczna kropla cieczy spadajjca na p“askj powierzchnif oraz do g“fbokiego zbiornika. Dla przy-
padku pierwszego, otrzymane wyniki por wnane zosta‘y z eksperymentem [19]. Towarzyszy
temu zjawisku szereg interesujjcych, z punktu widzenia zyki, efekt w: formowanie sif za-
g“fbienia w cieczy w chwili uderzenia kropli o powierzchnif, powstawanie korony wok “ tego
zag“fbienia, formowanie sif pionowej kolumny cieczy (ang. Worthington Jet) oraz oderwanie
kropli w ko«cowej fazie symulacji. W przypadku p“askiej powierzchni otrzymane wyniki po-
r wnali-my do dostfpnych danych do-wiadczalnych [49] i innych oblicze« numerycznych [20]
otrzymujjc bardzo dobrj zgodno-¢. R wnie» w przypadku kropli wpadajjcej do g“fbokiego
zbiornika, wiele efekt w towarzyszjcych wystjpi“o, jak oczekiwali-my. Nie uda“o sif jednak
uzyska¢ ostatniej fazy w symulacji kropli wpadajjcej do g“fbokiego zbiornika - oderwania
kropli od pionowej kolumny ang. Worthington Jet.

Pr ba wyt‘umaczenia powodu braku efektu oderwania kropli w ko«cowej fazie symulacji
przeprowadzonej w poprzednim rozdziale prowadzi do szeregu wniosk w i pokazuje mo»liwe
kierunki rozwoju kodu obliczeniowego w celu uzyskania tego efektu. Pierwszym krokiem po-
prawy dzia“ania kodu powinna by¢ dok“adna analiza wp“ywu wybranego schematu stabilizacji
cz"onu konwekcyjnego na otrzymywane wyniki. Zastosowanie schematu Upwind pierwszego
rzfdu wprowadza bardzo znacznj dyfuzjf numerycznj do otrzymywanych rozwijza« (nota-
bene dzifki temu mo»liwe by“o przeprowadzenie symulacji dla = 0), co wyg“adza znacznie
otrzymywane rezultaty powodujjc, »e pomimo braku lepko-ci ciecz zachowuje sif, jak gdyby
posiada“a do-¢ znacznj lepko-¢. Zupe“nie nie zgadza sif to z wynikami z literatury, co wska-
zuje, »e warto by“oby stabilizowa¢ cz“ony konwekcyjne metodami wy»szych rzfd w SMART,
VONOS, UTOPIA itd. [10, 47].

Do-¢ zastanawiajjcym jest r wnie» za“o»enie przez Harlowa i Shannona kompletnego bra-
ku napifcia powierzchniowego w cieczy [19, 20]. Z jednej strony do-¢ du»a skala opisywanych
zjawisk sugeruje, »e napifcie powierzchniowe nie odegra znacznej roli, z drugiej za- niewielkie
rozmiary kolumn cieczy w ko«cowych stadiach symulacji sugerowa¢ mogij, »e napifcie po-
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wierzchniowe poprawi wynik. Poprzez tendencjf do zmniejszania objfto-ci zajmowanej przez
ciecz, obserwowane w kolumnie cieczy przewf»enia mogj przez napifcie powierzchniowe zosta¢
oderwane.

Nastfpnym krokiem by“aby pr ba przepisania kodu obliczeniowego tak, by dzia“a“ i roz-
wijzywa“ dwuwymiarowe zagadnienie we wsp “rzfdnych cylindrycznych. Nie jest jasne, czy
redukcja wymiaru w przypadku nieliniowych r wna« Naviera{Stokesa nie wprowadza do roz-
wijzania zbyt znacznych uproszcze«. Ostatnie wyniki literaturowe [35] symulacji kropli cieczy
przeprowadzonej w przypadku tr jwymiarowym r wnie» nie wykazujj jednak efektu oderwa-
nia. Postawi¢ mo»na wifc pytanie, czy redukcja wymiaru w przypadku silnie nieliniowych,
tr jwymiarowych r wna« r »niczkowych, nie spowoduje r »nic w rozwijzaniach przy opisie w
r »nych uk“adach odniesienia?
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A Dodatek: Wizualizacje zjawisk przep“ywu

Aby podkre-li¢ walory estetyczne uzyskanych wynik w, w niniejszym dodatku zamieszczone
zosta“y kolorowe wizualizacje dw ch zjawisk przep“ywu omawianych w rozdziale 7.

Rysunek 39: Przep“yw przez pfk gfsto upakowanych rur dla Re = 50, siatka r »nicowa 0
rozdzielczo-ci 80  80.
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Rysunek 40: cie»ka wirowa von Karmana dla T = 20 oraz Re = 220 na siatce o rozdzielczo-ci
200 70.
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