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Rownania nieliniowe z pojedynczym pierwiastkiem

Szukamy przyblizonych rozwigzan rownania

f(z) =0

f(x) - funkcja ciggta na pewnym przedziale

Definicja Jezeli w rozwazanym przedziale rownanie f(z) = 0
funkcja ma tylko jeden pierwiastek «, to przedziat ten nazywamy
przedziatem izolacji pierwiastka o
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Metoda bisekcji
Zaktadamy, ze funkcja f(z)
1. jest ciggta na przedziale (a, b),
2. spetnia warunek f(a)f(b) < 0,

3. posiada w przedziale (a, b) tylko jeden pierwiastek «
rownania f(z) =0
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Wyznaczamy ciag (ag, bg) D (a1,b1) D (ag,b3) D ... W
nastepujacy sposob:

1. znajdujemy Srodek przedziatu (ax_1,bg_1),

1
my = 5(%—1 + br_1)

2. jesli f(my) = 0 = znalezliSmy pierwiastek
3. jesli f(my) #£ 0, to

(i, bk—1), Jesli f(mg) f(br—1) <O,

(ag, br) = .
(ar—1,mz), JeSli f(ar—1)f(mz) <O
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- O C (ak,bk), k=1,2,...
= po n krokach otrzymamy przedziat o dtugosci

(b= a)

= wartoSc przyblizona pierwiastka

= Mpy1 £ dp, dy = (b—a)
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Zalety:
* prostota

* kontynuujac podziaty odpowiednio dtugo otrzymamy
ZAWSZE wynik z zadang doktadnoscig

Wady:

* po kazdym podziale zyskujemy jedna doktadna cyfre
dwadjkowa (wolna zbieznosc)

= jedna cyfre dziesietng zyskuje sie Srednio co 3,3 krokow
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Regula falsi

Zaktadamy, ze funkcja f(z)
1. jest ciggta na przedziale (a, b),
2. spetnia warunek f(a)f(b) < 0,

3. posiada w przedziale (a, b) tylko jeden pierwiastek
pojedynczy « rownania f(z) =0

4. jest klasy C?, przy czym jej pierwsza i druga pochodna
majg staty znak w {a, b)
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f(x)<0 f(x)>0
£ (x)>0 £ (x)>0
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Niech f'(x) > 0if"(z) >0
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Rownanie cieciwy AB:

v 1) = 10T, )
Stad wynika
JO—J@, s )
_f(a)_ D — o ( 1 ) = T1 f(b)—f(a)(b )

W przypadku ogolnym (o ile wczeSniej nie trafimy w
pierwiastek):

Lo — Q,
Tar = f(xk)
i f(b) — f(x)

(b—xk), k:1,2,...
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Ciag x1,xa,...,xy, ... jest rosnacy i ograniczony z gory

= Jest zbiezny

Niech
=9
Z rownania rekurencyjnego wynika
f(g)

g:g—f(b)_f(g)(b—g) = f(g)=0

= Cl3g z1,xo, ..., Ty, ... Jest zbiezny do pierwiastka rownania

flz) =
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Z twierdzenia Lagrange’a o przyrostach,
f(zn) — fla) = fl(e)(z, — @), z, <c<a,

wynika

M0 = int (7@)

T, — af <
m z€(a,b)

Ze wzoru rekurencyjnego otrzymamy

f(zx) — f(b)

Zlfk—b

fla) = f(zr) =

(Th41 — 2k).
Z twierdzenia Lagrange’a

(o = 21) f' (k) = (@1 — 22) ' (Tk), & € (T4, ), Tp € (74, D)
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Dodajemy obustronnie —z 1 f'(&x):

|Oz—£l?k_|_1| _ |xk _ xk+1||f|,{§i§l|ﬂ) i f (jk)| < M,r; m|xk—|—1_$k

m = inf |f(z)|, M = sup |f'(z)]

r€(a,b) x€{a,b)

W niewielkim otoczeniu pierwiastka o

f(@r41)
(k1)

Te+1 — Tk

- ‘f(ka) — f(zx)

| f(Tr41)]

o — Tpy1] ~

Metody numeryczne | (C) 2004 Janusz Szwabihski — p.16/66



WiasnoSci metody:
* zbiezna dla funkcji ciagtej na (a, b), jesli
* spetniony jest warunek f(a)f(b) <0

* f'(z) jest ograniczona i rozna od zera w otoczeniu
pierwiastka

* jesli f”(x) ma staty znak w (a, b), to ten punkt skrajny, w
ktorym f f” > 0, jest punktem statym iteracji

* wolna zbieznosc
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Metoda siecznych

Zaktadamy, ze funkcja f(z)
1. jest ciggta na przedziale {a, b)
2. spetnia warunek f(a)f(b) <0

3. posiada w przedziale {(a, b) tylko jeden pierwiastek
pojedynczy « rownania f(z) =0

4. jest klasy C?, przy czym jej pierwsza i druga pochodna
majg staty znak w {a, b)

Natomiast nie wymagamy, aby

* funkcja miata w punktach wytyczajacych nastepna cieciwe
rozne znaki
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* dla pierwszej cigciwy warunek f(a)f(b) < 0 obowigzuje!

fzr) (T — Th1)

TR ) = flane)
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Wiasnosci:

zbieznoSc na ogot szybsza niz dla regula falsi

gdy (x, — xx_1) jest tego samego rzedu, co oszacowanie
btedu, nastepne przyblizenie moze juz byc btedne

gdy poczatkowe przyblizenia nie leza dostatecznie blisko
pierwiastka, metoda moze nie byc zbiezna

jezeli w trakcie obliczen odlegtosci miedzy kolejnymi
przyblizeniami zaczynajg wzrastac, nalezy je przerwac i
zawezycC przedziat izolacji
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Przykiad Chcemy znalezc dodatni pierwiastek rownania

24+ 2°—3x—-3=0
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fl(z) = 3z°+2z—3
f'(x) = 6x+2
Z wykresu funkcji wynika, ze
* przedziatem izolacji pierwiastka dodatniego jest np. (1,2)

* obie pochodne sg dodatnie w tym przedziale
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Regula falsi Metoda siecznych

x /() x f(z)
a=1 -4 a=1 -4
b=2 3 b=2 3

vy = 1,57142 | -1,36449 | 2, = 1,57142 | -1,36449
vy = 1,70540 | -0,24784 | x5 = 1,70540 | -0,24784
r3 = 1,72788 | -0,03936 || 23 = 1,73513 | 0,02920

z4 = 1,73140 | -0,00615 | 24 = 1,73199 | 0,000576
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Metoda Newtona
Ponownie zaktadamy, ze funkcja f(x)
1. jest ciggta na przedziale {a, b)
2. spetnia warunek f(a)f(b) <0

3. posiada w przedziale {(a, b) tylko jeden pierwiastek
pojedynczy « rownania f(z) =0

4. jest klasy C?, przy czym jej pierwsza i druga pochodna
majg staty znak w {a, b)
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* styczng do wykresu prowadzimy od konca przedziatu, w
ktorym £ " > 0
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Z rownania stycznej otrzymamy

f(Tn) + (Tng1 — xn)f,(xn) =0

Stad
Ln :xn+hna hn:_
i f’(xn)
Jesli f'(x) > 01 f"(x) > 0, to
x1=0b— /(o) = x1<b

f'(b)
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Ze wzoru Taylora wynika

f(b) lf,,(c)(a_b)27 = <a,b>

CTUTEm) 25
czyli
_ :_lf”(c) o — b)2
o — Tq 2f’(b)( b)* <0

= a<x;1<b

x1 lezy rzeczywiscie blizej oo niz b

4

= Clgg generowany przez wzor Newtona jest malejacy i
ograniczony przez «

= clag ten jest zbiezny
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Niech lim,,_,oc T, = ¢
= g=g-$%5 = fl9)=0 = g=a
= clag jest zbiezny do «

Poniewaz

f(@n) = fla) = f(c)(zn — ), c€

(Tp, ), Tp <
(a,x,), a<x,
wiec

m

, m=inf [f'(z)

x€{a,b)

|z, — a] < ‘
Ze wzorow Taylora i Newtona wynika

f(xn—l) T f,(xn—l)(xn — xn—l) =1
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Stad

Pl < 5 M (e, — w0}, M= sup |f(2)

z€(a,b)
1 M , M )17
o — z,| < 5 —(Tp — Tp1)” = [;,((Zn))]

Dla z,, dostatecznie bliskich «

|a—xn|N‘

fl
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Przyktad

x f(z) z f(z)

To = 2 3 xo =1 -4

x1 = 1,76923 | 0,36048 1 =3 24

ro = 1,73292 | 0,00823 To = 2,2 5,88800

23 = 1,73205 | -0,000008 || 3 = 1,83015 | 0,98899
24 = 1,7578 | 0,24782
75 = 1,73195 | -0,00095
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Twierdzenie Jezeli mamy przedziat (a, b) taki, ze:
(i) f(a)1i f(b) majg przeciwne znaki,
(if) f” jest ciggta i nie zmienia znaku na {a, b),

(iii) styczne do krzywej y = f(x) poprowadzone w punktach o
odcietych a i b przecinajg 0s OX wewnatrz przedziatu
(a,0),

wowczas rownanie f(x) = 0 ma doktadnie jeden pierwiastek «

W przedziale (a, b) i metoda Newtona jest zbiezna do « dla
dowolnego punktu startowego x, € (a, b).
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Przyktad Obliczanie pierwiastka kwadratowego z liczby
dodatniej c:

> —c=0.

Ze wzoru Newtona otrzymujemy (dla x,, = 0):

w2 —c 1 o c
T = — = — |z, +—].
i 2%, 2 T

= metoda zawsze zbiezna w przedziale (a, b) takim, ze

0<a<cl/?

b>1( +C)
_a —_
2 a
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Rzad metod przyblizonego obliczania pierwiastkow

Definicja Mowimy, ze metoda jest rzedu p, jezeli istnieje stata
K taka, ze dla dwu kolejnych przyblizen x;, 1 x;,1 zachodzi
nierownosc

[zp1 — o] < Kl — af?.

Metoda Rzad
bisekcji 1
regula falsi 1

siecznych | 1(1++/5) ~ 1,62

Newtona 2
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Pierwiastki wielokrotne
Definicja Liczbe o nazywamy r—krotnym pierwiastkiem
rownania f(x) = 0, jezel

0 <g(a)] < oo, g(z)=

KrotnoSci nieparzyste:
= warunek f(a)f(b) < 0 spetniony
= mozna stosowac wszystkie metody

= rzad metody Newtona I siecznych obniza sie
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Krotnosci parzyste:
= warunek f(a)f(b) < 0 nie jest spetniony

= mozna stosowac metode Newtona, jesli tylko istnieje
odpowiednie lewo- lub prawostronne sgsiedztwo szukanego
pierwiastka, w ktorym znak f’(x) i f”(x) pozostaje staty

= rzad metody obniza sie
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Jezeli krotnoSc pierwiastka jest znana, metode Newtona mozna
zmodyfikowacC w sposob nastepujacy:

_ Jf(=n)

f'(xn)
Jezeli krotnoSc nie jest znana, zaktadamy, ze f(x) ma r—ta
pochodng ciggta w otoczeniu pierwiastka o 0 krotnosci r:

Tpt1 = Ty + Thna hn —

f9%a)=0, i<r
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Ze wzoru Taylora wynika

1 r e(r / 1 r—1 p(r /
fl) = 7o =) fOO), J'(@) = syl — O,
przy czym £ i &' lezg w przedziale miedzy z 1 «

Niech @) @)
A . u(z) 1
u(z) = f'(x) :>a1:1—r>%x—oz or

= rownanie u(x) = 0 ma pierwiastek pojedynczy «
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Metoda Newtona:

u(xy,) , f!'(zn)
— oy — _1_ )
Tptl = Tp () u' () f,(wn)u(a: )
Metoda siecznych:
Ty — Ty 1

Tpi1 = T, — u(Ty,)
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Rownania algebraiczne

w(2) = ag2” + 012" .. 12+ 0, =0
* rownanie ma doktadnie n pierwiastkow

* jesli wspotczynniki ag, a1, ..., a, S3 rzeczywiste, to
ewentualne pierwiastki zespolone wystepujg w parach
sprzezonych
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Liczba pierwiastkow rzeczywistych

Definicja Ciag w(x) = wo(z), wi(x),..., wy(x) wielomiandw
rzeczywistych nazywamy ciggiem Sturma, jesli

1. wo(z) matylko pojedyncze zera

2. signwy (&) = —signwy (&) dla wszystkich rzeczywistych zer
wielomianu wg(x)

3. dlai=1,....m—1
wit1(§wi-1(§) <0

jesli & jest zerem rzeczywistym wielomianu w;(x)

4. ostatni wielomian w,, (x) nie zmienia swojego znaku
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Algorytm Euklidesa:
wi(r) = —wy(r) = —w'(z)
wi—1(z) = g(@)wi(z) — qwipi(z), 1=1,2,...
c; > 0:
* dowolne state dodatnie

* dla wygody najlepiej jest je dobierac tak, aby wielomian
c;w; 1 () miat catkowite wspotczynniki
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Stopien wielomianow w;(x) maleje z
= Clag przerywa sie najpozniej po m krokach (m - stopnien
W)
= Win—1(2) = gm(2) Wi (2), wim(z) 7 0

= Wy, () jest najwigkszym wspdlnym podzielnikiem
wielomianow w(z) i w'(x)

w(x) ma tylko zera pojedyncze
= w,,(x) jest statg rozng od zera

= spetniony jest warunek 4 definicji ciggu Sturma
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Jesli w; (&) = 0, to

w;—1(§) = —ciwit1(§)
Gdyby w;.1(&) = 0, to musiatoby byC réwniez

wi+2(§) — e T wm(g) =0

= Sprzecznosc z w,, (&) # 0

= spetniony jest warunek 3 definicji ciggu Sturma
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Twierdzenie (Sturma) Liczba rzeczywistych zer wielomianu
w(x) = wo(x) W przedziale (a, b) jest rowna

N(b) — N(a).

przy czym N (x) jest liczbg zmian znaku, w punkcie z, w ciggu
Sturma wy(x), .. . wy(x).
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Przykltad Chcemy okreslic liczbe pierwiastkow rzeczywistych
rownania

24+ —x—1=0

Budujemy cigg Sturma:

wo(z) = z°+2°—22—1
wi(z) = —3z° -2z +2
wo(x) = 2x+1

wz(z) = -1
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x —00 | 00
Wo - +
W1 - -
Wo - +
W3 - -

N(z)| 0 | 3

N(o0) — N(—o0) = 3

= rownanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste
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Twierdzenie Sturma

* pozwala SciSle okreslic liczbe zer rzeczywistych w
dowolnym zadanym przedziale, ale ...

* wymaga ono ucigzliwych rachunkow
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Niech
w(z),w'(z),...,w™(x) - ciggpochodnych wielomianu

M (z) - liczba zmian znaku w tym ciggu

Twierdzenie (Fouriera) Jezeli w(z) jest wielomianem stopnia n
okreSlonym w przedziale (a, b) oraz w(a)w(b) # 0, to liczba zer
wielomianu w tym przedziale wynosi

M(a) — M(b),

lub jest od tej liczby mniejsza o liczbe parzysta.
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Przyktad
w(z) =2° — 22 — 5z +5

Tworzymy cigg pochodnych:

w'(z) = 3z°—4zx—5
w'(x) = 6x—4
w///(x) — 6
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T —oco oo | 0|13
w — |+ |+ | — | T
w’ + |+ | == |+
w'” — |+ | =+ |+
w" + |+ |+ |+ |+
M(z)| 3 01210

M(—00) — M(co) = 3

= rownanie ma jeden lub trzy pierwiastki rzeczywiste
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Ponadto

(
(

<

= rownanie ma trzy pierwiastki, po jednym w kazdym z
przedziatow (—o0,0), (0,1) 1 (1, 3)

Metody numeryczne | (C) 2004 Janusz Szwabihski — p.51/66



|okalizacja zer rzeczywistych

Twierdzenie Niech K bedzie kresem gornym dodatnich zer

wielomianu w(z). Jezeli Wprowadzirln rownania pomocnicze
p— n — — O
w1 () " w (xj ,
wo(x) = w(—x)=0,
1
p— n —_ — O
ws(x) T w( x) ,

dla ktorych kresy gorne zer dodatnich sg odpowiednio rowne K7,
K> 1 K3, to wszystkie dodatnie zera wielomianu w(x) beda

lezaty w przedziale (Kll, K) , @ wszystkie zera ujemne w

przedziale (—K2, —— )

K3
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Twierdzenie (Lagrange’a) Niech ag # 01 a; (K > 1) bedzie
pierwszym ujemnym wspotczynnikiem wielomianu

w(z) = apz™ + a12™ '+ ... F ap_1T + ap.

Wszystkie dodatnie zera tego wielomianu sg mniejsze niz

A
K=1+ { —,
ol

gdzie A oznacza maksimum modutu ujemnych wspoétczynnikow
wielomianu. Jezeli wszystkie wspotczynniki sg nieujemne, to
wielomian nie posiada zer dodatnich.
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Przyktad
w(z) =22° + ° — 2° + 62° — 122° + 9
Pierwszy ujemny wspotczynnik to
as=—-1 = k=14

Stad
K =1+ v6~2 565
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= Ox? — 122" +62° —2* +2°+2 = K; ~2 155
—2x) — T4+ 2% —62° — 12224+ 9 = K, ~ 3,449
= 92° — 122" —62° +2* —2°+2 = K3 ~2 155

s & g

w NN

2 & &
|

= dodatnie zera lezg w przedziale (0, 464; 2, 565)
= ujemne w przedziale (—3, 449; —0, 464)
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Uktady réwnan nieliniowych

Szukamy rozwigzah o € R™ rOwnania

F(x)=0
przy czym
F:R" - R"
W szczegolnym przypadku
F(x) =Axz+b

uzyskujemy uktad réwnan liniowych
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Ogolne metody iteracyjne

Definicja Metode iteracyjng nazywamy metoda stacjonarng
p—punktowa, jezeli dla ciggu punktow

zbieznego do rozwigzania o uktadu F'(xz) = 0 mozna wskazac
odwzorowanie G takie, ze

9 = GV, .. P,
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Definicja NiechG: D C R" x ... x R® — R"™. Punkt «
nazywamy punktem przyciggania metody iteracyjnej, jezeli
Istnieje takie otoczenie U, tego punktu, ze obierajgc punkty
=P+ 20 7 tego otoczenia uzyskamy ciag punktow z (D,
2, ...e D, zbiezny do a.
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Definicja Odwzorowanie G : R™ — R™ nazywamy
rozniczkowalnym w sensie Frecheta w punkcie z, jezeli istnieje
taka macierz A : R* — R", ze
— — A
. |G(x + h) — G(x) h|| _

0
h—0 A

przy dowolnym sposobie wyboru wektorow ~ — 0. Macierz A
nazywamy pochodng Fréecheta odwzorowania G w punkcie z |
oznaczamy ja przez G'(x).
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Twierdzenie Jezeli pochodna Fréecheta odwzorowania
G : R™ — R™ w punkcie o ma promien spektralny
o(G'(a)) = B < 1oraz G(a) = a, to « jest punktem
przyciggania metody iteracyjnej 2+ = G(z2®).
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Metoda Newtona

Twierdzenie Niech F'(x) bedzie r6zniczkowalne w sensie

Frécheta w pewnym otoczeniu K («, ) pun
F(«a) = 0. Zatézmy, ze F'(z) jest ciagte w
jest nieosobliwe. Wowczas « jest punktem
Iteracyjnej Newtona,

Ktu o, W ktorym
punkcie o, a F'(«)

przyciggania metody

2t — () _ [F’(x(i))]_lf(x(i)).
Ponadto, jezeli ciggtos¢ pochodnej w punkcie « jest typu

Holdera, tzn.

|F'(z) — F'(a)|| < Hllz — o], =€ K(a,r), pe(0,1),

to

|2 —af| < Ol — o*P, C = 4H||[F'(a)] |
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Wiasnosci:
* wymaga silnych zatozen dotyczgcych funkc;ji
* szybka zbieznos¢ lokalna

* dla duzych n obliczanie pochodnych F'(x) staje sie
ucigzliwe
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Metoda siecznych

* przyblizamy F' odwzorowaniem afinicznym tak, aby
F(yV)~ AyY +b, j=0,1,...,n

* przyjmujemy za przyblizenie o rozwigzanie liniowego
uktadu rownan Az + b =0

Niech
* AY - macierz o kolumnach y® — ¢© . ¢y — y(n=1)

* AF - macierz o kolumnach F(y®)) — F(y©), ...,
F(y™) — F(y"=)

AF = AAY
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Rozwigzaniem uktadu rownan Az + b = 0 bedzie punkt
r=—-A"=—A"Y(F(y) — Ay) =y — A F(y)

(n + 1)—punktowa metoda siecznych:
1. wybieramy (=), (=D 2O kladziemy i = 0
2. obliczamy AF® oraz AY® przyjmujac

Y@ = glimm) ) — plimnt) Y™ = g0

e e ’
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3. wyznaczamy z*t1 ze wzoru
2t — .0 _ Ay (@) [AF(i)]_lF(x(i))

4. zwiekszamy ¢ 0 jeden | wracamy do kroku 2
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— metode mozna stosowac, jesli macierz AF® nie jest
osobliwa

= jesli AF® jest osobliwa, konieczny jest inny wybor
punktéw 4, np. wedtug wzoru

g™ = g0

y ) = 2O L hel) =12 ... n

gdzie A jest pewna stata, a eV) to wektory przestrzeni R”
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